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EXTENSIONALE STANDARDSPRACHE DER MUSIKTHEORIE:
EINE SCHNITTSTELLE ZWISCHEN MUSIK UND INFORMATIK

1. Musiktheorie und Informatik

Musiktheorie ist nach [ 4 1 die "begriffliche Erfassung und Dar-
stellung musikalischer Sachverhalte". So einfach und klar diese
Definition ist, so vielfdltig und umstritten sind die Gegenstdnde
und Methoden der Musiktheorie. Seit dem Ursprung musiktheoreti-
schen Denkens in der griechischen Antike sind im weiten Spektrum
zwischen spekulativer Theorie und musikalischer Praxis die unter-
schiedlichsten Ans&dtze und Denksysteme entstanden. "Inhalte,
Methoden und Begriff dessen, was je als Musiktheorie aufgefaBt
worden ist, haben sich im Laufe der Geschichte viel zu stark
gewandelt, als daB die Frage, was denn ihr 'eigentlicher' Gegen-
stand sei, eine eindeutige Beantwortung zulassen kdénnte" T 1],
so sehen es die Herausgeber der 1986 neu erschienenen Zeitschrift
"Musiktheorie" und plidieren deshalb fiir ein weites und vielsei-

tiges Verstdndnis von Musiktheorie.

Fiir C.Dahlhaus ist die moderne Musiktheorie "nach aristotelischen
Begriffen eine hybride Disziplin: Als Handswerkslehre ist sie
nichts anderes als eine musikalische 'Poietik', gerichtet auf die
Herstellung von Gebilden; als Vermittlung von Bildung ist sie:
"praktisch' orientiert: sie zielt, durch die Befassung mit Allge-
meinem, nicht unmittelbar Verwertbarem, auf ein vom bloBen Be-
‘rufsinteresse distanziertes Verhalten; und sofern sie, um ihre
Regeln und Dogmen zu rechtfertigen, sich auf ein Stilick Naturwis-
senschaft beruft, partizipiert sie an 'Theorie', allerdings im
modernen Sinne: an Theorie nicht als'Kontemplation des Grundes
der Dinge, sondérn als Konstruktion von Gesetzeshypothesen, deren
Sinn es ist, Erfahrungen zusammenzufassen, zu erkldaren und tech--
nisch verfiigbar zu machen." [T 2 ] Da sich filir C.Dahlhaus Musik-
theorie nicht im Handwerklichen erschdépft und auch nicht-vom

naturwissenschaftlichen Theoriebegriff vereinnahmt werden kann,



ist flir ihn Musiktheorie in erster Anniherung "als sprachliche
Fassung des Denkens 'i{iber' sowie des Denkens ‘'in’' Musik zu defi-

nieren" [[3].

Der Einsatz von Computern im Bereich der Musik setzt immer eine
bestimmte Kodiérung von Elementen des Musikdenkens voraus und
griindet sich damit stets auf ein Stiick Musiktheorie. Bemiihungen
"um eine substantielle Verbindung von Musik und Informatik kommen
deshalb nicht an einer Auseinandersetzung mit dem weiten und
vielfdltigen Verstdndnis von Musiktheorie vorbei. Macht man Mu-
siktheorie wie in der zitierten Definition von C.Dahlhaus auf der
sprachlichen Ebene fest, so hat man vor allem die musiktheoreti-
sche Fachsprache in ihrem Gebrauch und ihren Bedeutungszusammen- .
hdngen in den Blick zu nehmen. Dié heterogene Vielfalt in der Mu-
siktheorie driickt sich natilirlich auch in ihrer Fachsprache aus,
die durch neu hinzukommende Begriffe und Inhalte - vor allem aus
der kompositorischen Praxis - immer reichhaltiger wird. Als MOg-
lichkeit der fruchtbaren Auseinandersetzumg mit der musikthéoré—
tischen Tradition und Praxis sehen wir die Ausarbeitung eines
grundlegenden Sprachrahmens, der als Schnittstelle zwischen Musik
und Informatik genutzt werden kann. Dieser Sprachrahmen sollte so
weit gesteckt sein, daB in ihm die unterschiedlichen Auffassungen
aus der Theoriegeschichte der Musik sowie auch neue musiktheore-
tische Vorstellungen und Modelle formulierbar sind. Gerade die
neuen Erfahrungsfelder, die die vehementen Entwicklungen im Be-
reich der elektronischen Musikinstrumente und Computer erdffnen,
regen das Musikdenken in reichem MaBe an und sollten nicht durch

einen zu engen Sprachrahmen eingeengt werden.

Es ist hier nicht der Platz, auf die vielfdltigen Arbeiten einzu-
gehen, die in den Bereich von Musik und Informatik fallen. Er-
wahnt sei nur das Buch "Computer Literacy for Musicians" von
F.T.Hofstetter [ 6 ], in dem der aktuelle Stand der Computer-
Musik-Systeme und der Musik-Software referiert Wirdiund weitere
Literatur Anquebén‘ist; {iber laufende Entwicklungen informieren
die Zeitschriften "Computer Music Journal" und "Computers & Mu-
sic". Wichtige Impulse hat die vorliegende Arbeit erhalten von

den Erfahrungen mit dem rechnergesteuerten Versuchsinstrument



MUTABOR (= MUTierende Automatisch Betriebene ORgel) EES],‘das
fiir das Forschungsvorhaben "Mathematische Musiktheorie'" an der TH
Darmstadt gebaut wurde. Da bei MUTABOR die Tonhdhen erst nach
Anschlag der Tasten berechnet werden, kann man iiber eine normale
Klaviatur auf ein nahezu kontinuierliches Spektrum von Frequenzen
(ca. 5000 pro Oktave) zugreifen, was durch ein programmiertes
Regelsystem, genannt "Stimmungslogik" [ 217 , kontrolliert wird.
Es hat sich gezeigt, daB es nicht ausreicht,vein Mend von Stim-
mungslogiken vorzugeben, denn immer wieder entsteht der Wunsch
(besonders bei Komponisten) nach neuen Stimmungen, die erprobt
werden sollen und die noch nicht programmiert sind. So wurde an
der TH Darmstadt versuchsweise eine Programmiersprache entwik-
kelt, mit der in musiktheoretischen Termini Stimmungslogiken
formuliert und in den Steuerrechner éingeqeben werden konnen

C 9 J. Durch das groBe Interesse, das MUTABOR bei Musikern gefun-
den hat, sind wir ermuntert worden, ein neues Instrument "MUTABOR
II" zu entwickeln, wobei vor allem eine Programmiersprache fir.
Musiker bendtigt wird, die das breite Spektrum der Spielmdglich-
keitén des Instruments dem Musiker in seinem Denken verfligbar
macht [ 1071 . Fir diese Programmiersprache wird der im folgenden
skizzierte Sprachrahmen die Schnittstelle zwischen Musik und

Informatik darstellen.

»

2. Extensionale Standardsprache

Die Fachsprache der Musiktheorie ist nicht nur zu heterogen, um
direkt als Schnittstelle zur Informatik gebraucht werden zu kon-
nen, sie ist in vielen ihrer Teile auch zu vage und mehrdeutig.
Benétigt wird eine exakte Sprache der Musiktheorie, in der Be-
‘griffe und Zusammenhdnge eindeutig definiert sind. Es ist das
zentrale Programm des Forschungsvorhabens '"Mathematische Musik-
theorie" an der TH Darmstadt, eine solche Sprache in der Form
einer "extensionalen Standardsprache" im Sinne von H.Schnelle

C 15:] zu entwickeln. Hierzu heiBt es in [19 ]J: "Eine extensio-
nale Standardsprache der Musiktheorie gewinnt man aus der musik-
theoretischen Fachsprache durch Explikation der logischen Form

und der Begriffe, wobei die radikale Reduktion von Mehrdeutigkei-



ten und Vagheiten angestrebt wird. Die Genauigkeit der Darstel-
lung soll inweinér Standardsprache durch systematische Verwendung
von Grammatik und Wlrtern der Fach- bzw. Gemeinsprache einen der-=
art hohen Grad erreichen, daB die Standardsprache als unmittel-
bares Ubersetzungskorrelat einer logischen Zeichensprache (Kon-
struktsprache) verstanden werden kann. Besondere Klarheit erhdlt
eine extensionale Standardsprache der Musiktheorie dadurch, daRB
ihre syntaktischen Ausdrucksgestalten nur Mengen, Elemente von
Mengen oder Wahrheitswerte bezeichnen, daB man in ihr also die
Begriffe auf ihren Umfang hin expliziert vorfindet und daB die
logische Form als Priddikatenlogik bereitsteht."

Die Bemithungen um eine extensionale Standardsprache der Musik-
theorie haben ihren ersten Niederschlag in den Arbeiten [ 18 ]
und [19 ] gefunden, in denen ein axiomatischer Aufbau einer
mathematischen Musiktheorie skizziert wird. In [ 111 ist dieser
Ansatz in Hinblick auf eine geschichtlich fundierte Tohsystem—
theorie modifiziert und vertieft worden (s. auch [12 1). Erprobt
wurde die Standardsprache beim Programmieren von MUTABOR, was den
weiteren Ausbau der Sprache angeregt hat. Als Schnittstelle hat
sich die extensionale Standardsprache auch bei der Programmierung
der elektronischen Graphik-Orgel bewdhrt, die fiir die Darmstadter
Symmetrie-Ausstellung gebaut wurde (s. [ 2071 ). Einen entschei-
denden Schub filir die Weiterentwicklung hat schlieBlich das Pro-
jekt "MUTABOR II" mit der neu zu entwerfenden Programmiersprache
fiir Musiker gebracht. Dieses Projekt hat zunehmend auch Musiker
und Musikwissenschaftler, die zundchst eine,exakte'Sprache der
Musiktheorie nicht fir notwendig gehalten haben, von der Niitz-

lichkeit einer extensionalen Standardsprache iiberzeugt.

In dieser Arbeit miissen wir ‘uns auf eine knappe Einfiihrung in die
Standardsprache beschrdnken und die an sich ndtWendige~Darlegung
musiktheoretischer Intentionen bis auf wenige Andeutungen‘ﬁberge—
hen. Auch auf diéfviélféltige Literatur, die unspanqeregt und be-
einfluBt hat, kaﬁﬁihier aus Platzgriinden nichtieinqegangen wer- .
den; stellvertretend soll nur der "Entwurf einer mathematischen

¥

Musiktheorie" von G.Mazzola [ 8 ] erwdhnt werden, der ebenfalls

auf einem dafiir entwickelten computergesteuerten Musikinstrument



erprobt worden ist. In lexikalischer Form soll die extensionale

Standardsprache in [ 131 zuginglich gemacht werden.

3. Tonstrukturen, Tonsysteme und Tonleitern

Als Grundbegriff fir den aximmatischen Aufbau der extensionalen
Standardsprache wird der Begriff einer Tonstruktur gewdhlt; darin
drickt sich die Auffassung aus, daB Musikdenken primdr auf einem
Denken in TOnen basiert. Strukturiert werden TAne durch Merkmale,
die unterschiedliche Auspridgungen haben kdnnen. Die fiir die
Musiktheorie wichtigsten Merkmalsausprdagungen sind Zahlen und
GroBRen. Grundlegend als Zéhlbereiche sind dabei

- der angeordnete Halbring (N,+,+, <) der natiirlichen Zahlen,

- der angeordnete Ring (Z,+,', <) der ganzen Zahlen,

- der angeordnete KOrper (Q,+,°,< ) der rationalen Zahlen,

- der angeordnete Kdrper (R,+,*, <) der reelllen Zahlen.

Als GroBenbereiche treten vor allem die eindimensionalen reellen
Vektorrdume auf; im folgenden soll deshalb unter einem GrdBenbe-
reich stets ein von einem Element X erzeugter R-Vektorraum
(G,+,R,x) verstanden werden (in E7‘] werden GroBenbereiche all-
gemeiner als Halbmoduln eingefiihrt). Die Elemente von G heiBen
GroBen, die ausgezeichnete GrdBe x heiBt Einheit. Gilt r >s

in R , so sagt man: die GroBe rx ist grd8Ber als die GrdBe sx
bzw. die GréBe sx ist kleiner als die GrdBe rx (in Zeichen:'

rx >sx bzw. sx<rx). Das Verhdltnis der GrdBen rx und  sx

(in Zeichen: rx:sx) ist die reelle Zahl r:s , falls s#0 ist.
Musikalisch wichtige GroBenbereiche bilden beispielsweise

- die Intervalle mit der Oktave © als ausgezeichneter Einheit

und der Prime o als Nullelement,

- die Freguenzen mit der ausgezeichneten Einheit Hertz Hz ,

- die Langen (von Saiten) mit der Monochordlidnge T als Einheit,

- die Notenwerte mit der ganzen Note © als Einheit,

- die Zeiten mit der Zahlzeit 'S als Einheit.

rmnd

Eine Tonstruktur (T, S,Eﬂ wird definiert als eine Menge ‘T mit

einer Abbildung & von TxT in den GrdBenbereich RO , fir die
Sty ty) + Sty ty) = Sty ty)



gilt, sowie einer Menge P von Abbildungen, die T als Defini-
tionsbereich haben. Die Elemente von T heiBen Tbne, die von P

Grundparameter der Tonstruktur. Allgemein werden Abbildungen mit

T als Definitionsbereich Tonparameter der Tonstruktur genannt.

Ein Tonparameter h heift Tonhdhe, wenn h(t1) = h(tz)
gleichwertig mit c§(t1,t2) =0 ist. t, -t, :=(§(t1,t2)
wird das Intervall oder auch die Distanz zwischen t1 und t2

genannt; die Elemente von 8(12) heiBen die Intervalle der

Tonstruktur. Ist t,-t, > o, so sagt man: " t1 ist hoher

(1] 1] : : " y C
als t2 und t2 ist tiefer als t1 . Wenn t1—t2 = O

ist, werden t,l und t2 gleichhoch genannt.

Eine Tonstruktur (T', 5',P') ist eine Teilstruktur der Ton-
struktur (T,d,P) , wenn T'ES T, &' die Einschrinkung von )

auf T'xT' und P' eine Menge von Einschrdnkungen der Parame-

ter aus P auf T' ist; (T, 5,P) soll 'in diesem Zusammenhang

eine Oberstruktur von (T', 0',P') genannt werden. Die freie

Erweiterung von PT,5,P) durch eine (Werte-)Menge X  wird

definiert als die Tonstruktur (T><X,<5X,PX) , wobei
& (%), (ty,y)) = S(t,,ty) , Py := {p'| pePJuias
mit p'(t,x) := p(t) wund g(t,x) := x ist.

In der Musiktheorie treten unterschiedliche Arten von Tonstruktu-
ren auf, von denen hier einige im Rahmen der Standardsprache de-
finiert werden sollen. Unter einem Tonsystem wird eine Tonstruk- .
tur verstanden, fiir die das Intervall zwischen verschiedenen
Tonen stets ungleich der Prime (dem Nullintervall) ist. Zu jéder
Tonstruktur (T,é ,P). hat man ein zugehOriges Tonsystem
(TO,¢SO,PO), das man mittels der Aquivalenzrelation [&O

mit t, A t, &> S(t,,t,) = o erhilt: T, ist die
Faktormenge von T nach Zlo ' 60 ist die von 5 indu-
zierte Abbildung auf TO><To , und die Abbildungen aus

PO sind von den auf [Lo—Klassen konstanten Grundparametern
induziert. Als Tonh&he von (T, &,P) ergibt sich hier die kano-
nische Projektion h , die jedem Ton seine Aguivalenzklasse
zuordnet. Aus Tonsystemen gewinnt man umgekehrt durch Erweiterung

Tonstrukturen. So: ist ein Notensystem die freie Erweiterung eines

- Tonsystems durch eine Menge von Notenwerten. Zentraler Begriff



der Musiktheorie ist das Musikstiick, definiert als endliche Ton-

struktur, die mindestens zwei der drei Parameter Tonanfang, Ton-

dauer und Tonende als Grundparameter besitzt, die den Tdnen je-
weils eine Zeit zuordnen, so daB fiur jeden Ton t gilt:

Tonanfang(t) + Tondauer(t) = Tonende(t)

In 0187 bzw. [ 197 ist ein Tonsystem als ein Paar (T,h) ein-
gefiihrt worden, bei dem T eine Tonmenge und die TonhShe h

eine injektive Abbildung von T in die Menge der positiven reel-
len Zahlen ist; dabei 148t sich dann die Distanz zwischen zwei
TSnen t1 und t2 bestimmen als logz(h(t1):h(t2)).

Dieser Ansatz soll in den begonnenen Aufbau der extensionalen
Standardsprache einbezogen werden, wozu weitere Definitionen be-

notigt werden. Die Proportion eines Intervalles r® wird defi-

niert als die reelle Zahl 2r; insbesondere hat die Oktave die
Proportion 2 , die Prime die Proportion 1 . Die Umkehrung der

Proportion hat man mit dem Oktav-Logarithmus, der fir eine posi-

tive reelle Zahl r durch @=log(r) := (logzr)G‘ gegeben ist.
Es ist vorteilhaft, allgemein fir ein beliebiges Intervall i

"mit der Proportion s den i-Logarithmus einzufiihren durch i-

log(r) := (logsr)i :+ sehr h3ufig benutzt wird der Cent-Logarith-

mus, wobei Cent das Intervall (1:1200)% ist. Ein Tonparameter

f wird Tonfrequenz genannt, wenn er den TOnen positive Freguen-

zen zuordnet und wenn die Proportion des Intervalls t1—t2

das Freguenzverhdltnis f(ti):f(tz) ist. Eine Tonstruktur

heiBt physikalisch, wenn sie eine Tonfregquenz als Grundparameter

hat. Die Tonfrequenz ist in einer physikalischen Tonstruktur
stets eine Tonh8he. In [187] ist umgekehrt die Tonhdhe h als
Tonfrequenz eingefiihrt worden, so daB man bei diesem Ansatz durch
die Definition 6(t1,t2) s = logz(h(t1):h(t2))8' ein
physikalisches Tonsystem erhdlt. Ein Tonparameter -2 heiBt Sai-
tenldnge , wenn seine Werte positive Langen sind und die Propor-
tion eines Intervalles ¢t -t

1
verhdltnis I(t2§z§(t1) ist; ein Tonsystem mit einer Saiten-

5 stets das umgekehrte Langen-

lidnge als Grundparameter soll ein Monochordsystem genannt werden.

Eine Tonmenge eines Tonsystems heiBft Klang; besteht die Tonmenge

aus n Tonen, so wird sie n-Klang genannt. In einer Tonstruktur



(T, 6,P) ist ein Klang eine Tonmenge des zugehdrigen Tonsystems
'(To’ éO,PO); jeder Tonmenge X von (T,d ,P) 138t sich

der Klang h(X) zuordnen.

In der Musik ist das Denken in Tonleitern weit verbreitet. Fiir
die Definition des Tonleiterbegriffs wird in der extensionalen
Standardsprache vom Begriff der Tonfolge ausgegangen, die als
endliche Folge von Tdnen einer Tonstruktur verstanden wird. Eine
Tonfolge einer Tonstruktur kann offenbar als eine Tonmenge einer
freien Erweiterung dieser Tonstruktur durch die natiirlichen Zah-
len verstanden werden; hierbei kommt die Tonnummer als neuer
Grundparameter hinzu. Jeder Tonfolge F := (tT’tZ"“'tk)

ist eine Intervallfolge (tz_tT)""’(tk_tk—1) zugeordnet,

die die Schrittfolge von F heiBt und deren m-tes Intervall der

" m-te Schritt von F genannt wird. Im allgemeinen kann ein

Schritt in einer Tonfolge positiv, negativ oder eine Prime sein;
hat sie nur positive Schritte, so heiBt sie steigend, hat sie nur
negative Schritte, so heiBt sie fallend. Eine Tonleiter wird nun
extensional als eine steigende oder fallende Tonfolge definiert;
ihre Tone werden Stufen genannt, insbesondere heift der m-te Ton

der Folge m-te Stufe der Tonleiter. Die Schritte der iiblicher-

weise benutzten Tonleitern sind meistens kleiner als eine Vier-
teloktave. Haufig wiederholt sich die Schrittfolge einer Tonlei-

ter nach einer Oktave; das flihrt zum Begriff der Oktavtonleiter

als einer steigenden Tonleiter, fiir die es eine natiirliche Zahl

k gibt so, daB t —tm stets eine Oktave ist.

m+k

4. Transpositionen und Form

Grundlegénd fir das musikalische HOren ist die menschliche Fihig-
keit, ein Musikstiick und seine transponierten Formen als gleich-
artig wahrzunehmen. Transponieren ist nach C4 1 "das Versetzen
eines Musikstilicks in eine andere Tonart untef Beibehaltung von
Intervallfolge, Rhythmus und Metrum"”. Bevor das Transponieren in
der extensionalen Standardsprache definiert wird, soll eine all-
gemeinere Klasse von Abbildungen zwischen Tonstrukturen betrach- .

tet werden: Eine Abbildung oL zwischen zwei Tonmengen heifBt i-



treu, wenn aus t -t, = i stets oLty )-ollty) = 1

folgt; sie heiBt intervalltreu, wenn sie i-treu fir jedes Inter-

vall i ist. Bei jeder intervalltreuen Abbildung o¢ ist das
Intervall ol(t)-t stets konstant und wird das Versetzungsinter-

vall von oL genannt. Um die Beibehaltung gewisser Parameterwer-
te formulieren zu kénnen, wird definiert, daB ein Tonparameter p
tonhShenunabhdngig, wenn jede’Tonhﬁhenklasse bei p dieselben
Werte hat, d.h. wenn p(Ct,3 VAN o) = pl EtszO) fiir
beliebige Tone t1 und t., ist. Tonhdhenunabhidngig ist z.B.

2 . S
der Notenwert in Notensystemen oder die Tonnummer bei Tonfolgen,

allgemein jeder neue Grundparameter einer freien Erweiterung

einer Tonstruktur. Eine Transposition um i einer Tonstruktur

PT,S (P} wird nun festgelegt als eine intervalltreue Abbildung
aus T in T mit dem Versetzungsintervall i , fir die ‘
p(v(t)) = p(t) fir jeden Ton t aus dem Definitionsbereich von T
und fiir jeden tonhdhenunabhdngigen Grundparameter p gilt. Die
Hintereinanderausfihrung von Transpositionen ist wieder eine
Transposition. Die bezﬁglich"der Mengeninklusion grdBte Transpo-
sition der Tonstruktur mit dem Versetzungsintervall i wird,

falls sie existiert, mit @, bezeichnet; praktisch sind die
Schreibweisen t+i fuir t&(t) und t-i fir Tf_i(t) .

Allgemein gilt (t+i1)+i2 = t+(i1+b), falls die auftre—

tenden Transpositionen ausfihrbar sind.

Als Denkmuster werden solche Tonstrukturen bevorzugt, in denen '
fliir jedes Intervall i der Tonstruktur die Transposition 'Ui
existiert und eine bijektive Abbildung der ganzen Tonmenge auf

sich ist; eine derartige Tonstruktur heiBft transponierbar. Fir

transponierbare Tonstrukturen gelten folgende Aussagen:

- Jede Tonstruktur ist Teilstruktur einer transponierbaren Ton-
strukur. k '

- Jedes Tonsystem ist Teilstruktur eines transponiefbaren Ton-
systems.

- Jede freie Erweiterung einer transponierbafen Tonstruktur ist
wieder transponierbar.

- Die Intervalle einer transponierbaren_Tdnstruktur bilden eine

Untergruppe voen {BR&,+) ; sie wird durch die Zuordnung iheﬁti
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isomorph auf eine Permutationsgruppe abgebildet, die regulér

auf allen Tdnen operiert (vgl. [177).

Eine transponierbare Tonstruktur heiBt von X durch I erzeugt,

wenn sie die einzige ihrer transponierbaren Teilstrukturen ist,
die X als eine Menge von Tonen und I als eine Menge von
Intervallen besitzt. Fﬁr eine Tonmenge X und eine Intervall-
menge I einer transponierbaren Tonstruktur sei X+I := {_t+il
teX und i€1I ¥ ; mit <I> wird die von I erzeugte Unter- |
gruppe von (G,+)} bezeichnet. Die Tonmenge X%(JZ) mit den
Einschrédnkungen der Distanzabbildung und der Grundparameter ist
dann eine transponierbare Teilstruktur, die von X durch I erzeugt
wird. Die Tonmengen zwelier transponierbarer Tonstrukturen, die
von X durch I erzeugt werden, lassen sich bijektiv und intervall-

treu aufeinander abbilden.

Transponierbare Tonsysteme werden hdufig durch eine sie erzeu-

gende Intervallmenge beschrieben. So wird ein Quint-System als

ein transponierbares Tonsystemigekennzeichnet, das von einem
ausgezeichneten Ton ¢ durch die Oktave und ein ausgezeichnetes
Intervall Q , das Quinte heiBt, erzeugt wird; dabei gilt fir die
Quinte 70 >4® und 5Q«L3% . Es gibt zwei Typen von Quint—Syéte—
men: die offenen, bei denen das Intervallvérhéltnis o:Q irra—

tional ist, und die geschlossenen, bei denen &:Q rational ist.

In beiden Typen benutzt man Tonnamen, die auf diatonischen Ton-
leitern basieren. Um dieses in der extensionalen Standardsprache
ausdricken zu konnen, werden folgende Intervalle eingefiihrt
(durch Wechselwegnahme):

Quarte := Oktave-Quinte (= &-Q),

Ganzton := Quinte-Quarte (= 2Q-0), abgekiirzt mit Gt ,

diatonischer Halbton := Quarte-2Ganzton (= 3®&-5Q),

abéekﬁrzt mit Ht ,

chromatischer Halbton := Ganzton-diatonischer Halbton
(= 70-4€), abgekiirzt mit # .

Eine diatonische Tonleiter eines Quint-Systems ist eine Oktav-

tonleiter, deren Schrittfolge mit einer zyklischen Permutation
der Intervallfolge Gt,Gt,Ht,Gt,Gt,Gt,Ht beginnt. Spezialfdlle
sind die Durtecnleitern mit der Schrittfolge Gt,Gt,Ht,Gt,Gt,Gt,Ht




und die Molltonleitern mit der Schrittfolge Gt,Ht,Gt,Gt,Ht,Gt,Gt.

Eine Durtonleiter mit der ersten Stufe t heiBt t-Durtonleiter;

entsprechend wird von einer t-Molltonleiter gesprochen. Die c-

Durtonleiter wird durch folgende Tonbuchstaben benannt: ¢,d,e,f,
g,a,h,c1 . Die iibrigen Tdne eines Quint-Systems erhalten ihre
Namen Uber chromatische Alterationen und OktaV—Alterationen;

dabei ist allgemein eine I-Alteration fiir eine Intervallmenge I

eine Abbildung zwischen zwei Tonmengen einer Tonstruktur, die
jedem Ton t einen Ton aus t+<I> zuordnet. Mit den Tonbuch-
staben c¢,d,e,f,g,a,h erhdlt man folgendermaBen die ibrigen

Tonnamen flir ein Quint-System (nelN mit nx1):

c(is)(n) = c+n# , c(es)(n) ct= c-n# ,
d(is)(n) := d+n# , d(es)(n) := d-n# ,
e(is)(n) := e+n# , (es)(n) := e-n# ,
f(is)(n) := f+n# , f(es)(n) := f-n# ,
g(is)(n) t= g%n# , g(es)(n) := g-nf ,
a(is)(n) t= a+n# , (as)(n) :=va—n# ,
h(is) ™ = hent , hies)™ :c hong

t? := t+z& flir ze® und jeden der obigen Tonnamen t

(der Exponent 0 wird beim Standardnamen weggelassen); geléseﬁ

) )(3)

wird z.B. c(is)(2 .als "cisis" und (es als "eseses"

{entsprechend jeder andere Standardname).

Durch'diese Namensdefinition erhdlt jéder Ton eines Quint-Systems
genau dann nur einen Tonnamen, wenn es dffen ist. Weitere Tonna-
men sind allerdings iiblich: Man ersetzt in t™™ in der Regel

den ersten Buchstaben des Tonnamens durch den entsprechenden
GroBbuchstaben und den Exponenten durch den Index -n+1 (der

"Index 0 wird dabei weggelassen). Statt c1, cz,c3,...

schreibt man auch c¢',c'',c''',... usw.. Ublicherweise benutzt

man den Tonnamen b bzw. B fir den Tonnamen hes Dbzw. Hes.

Ein Quint-System heiBt kanonisch, wenn die Proportion der erzeu-
genden Quinte 3:2 ist; es ist dann nach obiger Definition ein
offenes Quint-Svstem. Ein kanonisches Quint—SYstem wird zu einem

kanonischen Quint-Terz-Sytem erweitert, wenn noch die Terz T

mit der Proportion 5:4 zu den erzeugenden Intervallen ©& und
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Q hinzugenommen wird. Aus diesem Tonsystem erhilt man das ‘kano-

nlsche Quint-Terz- Sept-System durch Hinzunahme der Naturseptlme

S mlt der Proportion 7:4 . Fir die Einfiihrung von Tonnamen in

den erweiterten Tonsystemen wird das syntonische Komma k V
durch k; = 40-20-T und das septimale Komma k, durch

k2 i= 20-20-S definiert. Fiir das kanonische Quint-Terz-Sept-
» 1,22) := t+z k1+22k2
fir tec+<£@,0% und Z21,2, €% . L3Rt man jeweils die

zweite Komponente z, weg, so hat man Tonnamen fir das kanoni-

1

System erhilt man die Tonnamen durch t(z

sche Quint-Terz-System. Jedem Ton der kanonischen Tonsysteme ist
so genau ein Tonname zugeordnet, da die Verhdltnisse zwischen den
Intervallen @, Q, T und S alle irrational sind. Die
kanonischen Tonsysteme kann man, wie schon L.Euler vorgeschlagen

hat, durch mehrdimensionale Gitter veranschaulichen (vgl. C161]).

Zwei Tonmengen einer Tonstruktur haben gleiche Form, in Zei-

chen: )(§§?, wenn die eine durch eine Transposition auf die
andere abbildbar ist; die Relation @ ~ist offenbar eine Auiva-
lenzrelation. Form soll verstanden werden als die Abbildung, die
einer Tonmenge X die Kquivalenzklasse Cx ]@ zuordnet. Fur

ein Tonsystem heiBen die ﬁuivalenzklaséen von § Klangformen:

die Form eines Klanges K ist somit die Klangform [K:]é

ist K ein n-Klang, so wird EK]@ eine n-Klangform genannt.

Die Form zweier Tonfolgen in Tonsystemen ist offenbar genau dann

7gleich, wenn ihre Schrittfolgen gleich sind. Da jeder n-Klang mit
ngz2 als steigende Tonfolge angeomnet wérden kann, kénnen n-

Klangformen durch Schthtfolgen steigender Tonfolgen beschrieben

werden.

5. Intervalldquivalenzen und Charaktere

Die TonhShenwahrnehmung umfaBt neben der "linearen Seite", die
sich in der Beziehung "h8her-tiefer" ausdriickt, éuch eine "zykli-
sche Seite", die héufig durch den Begriff der "Ahnlichkeit von
Tonen" beschrieben wird (vgl. [ 14 7], S.964). Derartige ﬁhﬁlich—

keiten werden in der extensionalen Standardsprache als Inter-

valldquivalenzen definiert: Ist T eine Menge von Intervallen,



so heiBen zwei T6ne einer Tonstruktur I-dguivalent, in Zeichen:

t1ZlIt2 , wenn das Intervall zwischen ihnen in der von I
erzeugten Intervallgruppe liegt; die Klassen der Aquivalenzrela-
tion ﬁSI , d.h. die Elemente der Faktormenge TI t= T/ZSI ’
werden I-Klassen genannt. Von zentraler Bedeutung sind die

' T + die wie in [183

Tonigkeiten heiBen sollen. Als Name fir. eine I-Klasse wird hau-

Oktavklassen, d.h. die Elemente von

fig, wenn MiBverstdndnisse ausgeschlossen sind, der Name eines ihrer
Elemente genommen. So kann man etwa in einem offenen Quint-System

die exponentfreien Tonnamen als Namen flir die Tonigkeiten w&hlen.

Ein Tonparameter p einer Tonstruktur heiBt I-invariant, wenn p

fir I-dgquivalente TOne denselben Wert annimmt; der gemeinsame p-
Wert aller TOne einer I-Klasse kann dann dieser Klasse zugeordnet
werden, womit man einen Parameter Py auf der Faktofmenge

‘TI erhdlt. Eine TonhBhe h einer Tonstruktur CT,é ,P) ist
z.B. ein prim-invarianter Tonparameter, fir den hO eine Ton-

héhe des Tonsystems (TO, $ ,PO) ist. In einem offenen Quint-

o
System liefert die Tonnamenzuordnung tzk%>t einenvoktav— A
invarianten Tonparameter, der zu der oben angefilhrten Benennung
der Tonigkeiten fiihrt. Ein I-invarianter Tonparameter p heiBt

I-Retraktion, wenn p(t)eTT ist sowie p(t) und t I-aguiva-

lent sind. Diese Definition besagt, daB eine I-Retraktion allen
T6nen einer. I-Klasse einen ausgezeichneten Ton dieser I-Klasse
zuordnet, d.h. daB sie ein Reprdsentantensystem fir die I-Klassen

auswdhlt. Ein Tonparameter g heiBt I-Akzidens, wenn zu jedem

g-Wert w in jeder I-Klasse genau ein Ton t mit g(t) = w
existiert. In einem kanonischen Quint-Terz-Sept-System ist die
Zuordnung tz(z1,zz)ka'tz(0,0) eine -{k1,k2§ -Retraktion

p und die Zuordnung tZ(Z1,Zz)F—>tZ(Z1,22)—tz(0,0) ein

{ k1,k23 -Akzidens g ; beide zusammen ergeben die Tonh&he

p+g , wobei wie iblich (p+g)(t) := p(t)+g(t) definiert ist. In
einer transponierbaren Tonstruktur erh&dlt man allgemein zu jeder
I-Retraktion p durch die Definition g(t) := t-p(t) ein I-

Akzidens g , wobei stets p+g eine Tonhohe der Tonstruktur ist.

In offenen Quint-Systemen gibt es eine Reihe natiirlicher Retrak-

tionen und Akzidentien:
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- Die Reduktion der Tonnamen auf ihren ersten Buchstaben liefert
eine {©,#Y -Retraktion, die Stammton heiBt. ,

- Die Reduktion der Tonnamen auf ihren ersten Tonbuchstaben mit
dem hochgestellten Oktavindex liefert eine #-Retraktion, die

diatonische Tonstufe heiBt; -das zugehdrige #-Akzidens wird

Vorzeichen genannt.

- Durch Weglassen des Oktavexponenten bei den Tonnamen erhilt man

die kanonische Oktav-Retraktion (s.o.); das zugehdrige

Oktav-Akzidens heiBt Oktavlage.
Es gilt nun t = Stammton(t)+Vorzeichen(t)+Oktavlage(t) und
diatonische Tonstufe(t) = Stammton(t)+Oktavlage(t) . Der Stamm-
klang eines Klanges K ist die Menge Stammton(K) und der

Stammakkord die Menge diatonische Tonstufe(K). Beim kanonischen

Quint-Terz-System bzw. Quint-Terz-Sept-System ist der Stammton
eine {O‘,#,k1 ¥ - bzw. {8’,#,}{1 ,kz'}, -Retraktion mit
{c,d,e,f,g,a,h } als Bild; entsprechend werden die Begriffe

"Stammklang" und "Stammakkord" {ibertragen.

So wie man von einem Ton t zur I-Klasse [ o VAN ibergeht,
bildet man zu einem Klang K die Menge [ K:]ZXI = {_[t]l&llr
t:él(} , die der I-Charakter des Klanges K heiBt; der I-

L |

Charakter ordnet somit jedem Klang die Menge der I-Klassen zu,
die mindestens einen Ton des Klanges enthalten. Unter dem I-
Charakter eines Tones wird der I-Charakter des 1—Klanges, der aus
diesem Ton besteht, verstanden. Der Oktavcharakter eines Tones
ist demnach die Tonigkeit, die den Ton enthilt. In einem Ton-
system heiBt der Oktav-Charakter eines Klanges Harmonie. Eine
Harmonie ist also eine Menge von Tonigkeiten des Tonsystems;

besteht sie aus n Tonigkeiten, so wird von einer n-Harmonie

gesprochen. Es ist zu beachten, daB der Oktavcharakter eines n-

Klanges keine n-Harmonie zu sein braucht.

Eine Abbildung o& =zwischen Tonmengen heiBt I-zuldssig, wenn sie

I-dquivalente TOne wieder auf I-dguivalente TOne abbildet;

induziert dann eine Abbildung o . , die I-Klassen wieder I-

I
Klassen zuordnet. Transpositicnen sind offenbar stets I-zuldssig.
Gibt es in einer Tonstruktur zu zwei Mengen X wund Y von I-

Klassen eine Transposition o mit 'UI(K) = Y, so wird die
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Form von X und Y als gleich definiert, in Zeichen: §§IX.

In einem Tonsystem heiBt die Form einer Harmonie Harmonieform,

speziell die Form einer n-Harmonie eine n-Harmonieform. Die Har-

monieformen eines Tonsystems (T,S',P) sind demnach die Elemente
der Faktormenge TI/§I , die mit der Faktormenge T/AIV §
identifiziert werden kann. In der Harmonielehre tonaler Musik
sind Harmonieformen von zentraler Bedeutung; wichtige Beispiele
von Harmonieformen sind die Begriffe "Durdreiklang", "Molldrei-
klang" und "verminderter Septakkord". In transponierbaren Ton-
systemen kann man offenbar jede n-Harmonie (n3» 1) durch eine
steigende Tonfolge, deren Schritte sich zu einer Oktave aufsum-
mieren, beschfeiben und die zugehoOrige Harmonieform durch die

Menge der zyklischen Permutationen ihrer Schrittfolge.

6. Stimmungen und Temperaturen

Tonstrukturen werden hdufig anders realisiert, als sie gedacht
bzw. notiert sind; Grund hierfir sind meistens Beschrénkungén bei
den benutzten Muéikinstrumenten oder NotationSsystemen. Im Ton-
hohenbereich werden derartige Verdnderungen durch den Begriff '
"Stimmung" erfaBt, worunter allgemein eine Abbildung von einer
Tonstruktur in ein Tonsystem verstanden werden soll. In der
Praxis werden solche Stimmungen angestrebt, die die Oktave und
andere "wichtige" Intervalle "gut" approximieren; die meisten der
bisher angegebenen Stimmungen sind sogar oktavtreu. Den bekannte-

sten Typ von Stimmungen bilden die sogenannten Temperaturen, die

folgendermaBen definiert werden: Eine I-Temperatur ist eine Stim-
mung, die nicht intervalltreu ist und die zwei Tonen genau dann
den gleichen Ton zuordnet, wenn sie I-dgquivalent sind. Das Stre-
ben nach "guter" Approximation driickt sich bei I-Temperaturen
darin aus ., daB I eine Menge von "unwichtigen" und "kleinen"
Intervallen ist; diese Intervalle werden auch Kommata genannt,

eine I-Alteration heiBt hier enharmonische Verwechslung.

Die schon erwahnte k?mRetraktion des kanonischen Quint-Terz-
Systems bzw. -{kqgkzﬁanetrakticn des Quint-Terz-Sept-Systems

auf das kanonische Quint-System ist eine Temperatur, die den



Namen pythagoreische Stimmung hat. Am gebréuchlichsteh sind die

sogenannten zwOlfstufigen Temperaturen; ihre Definition benutzt
0 mit ko := 120-79 . Zwdllf-
stufige Temperaturen heiBfen die oktavtreuen k0~Temperaturen

das pythagoreische Komma~ k

des kanonischen Quint-Systems, die oktavtreuen {_ko,k1} -
Temperaturen des kanonischen Quint-Terz-Systems und die oktav-
treuen {;kO,k1,k2§ -Temperaturen des kanonischen Quint-
Terz-Sept-Systems, weil es genau zwdlf ‘{ijo,k1,k2%-—

Klassen gibt; das zeigen etwa die Stufen der chromatischen Ton-
leiter c,cis,d,es,e,f,fis,g,gis,a,b}h , die das Bild einer
{_Gyko,k1,kz%g-Retraktion sind. Haufig werden zwdlfstufige _
Temperaturen ausgehend von dieser chromatischen Tonleiter (oder
einer anderen) iber die Angabe des Fehlers definiert. Liegen
Definitionsbereich und Bild einer Temperatur @ in einer ge-
meinsamen Tonsystem, dann kann man den Fehler bzgl. 8 defi-
nieren durch Fehlere(t) := B(t)-t , was O(t) = t+Feh1ere{t)
ergibt.

Heute stehen im Vordergrund die gleichmdBigen Stimmungen 6 ,
fiir die aus. t1~£2 = ty-t, stets @(t)- O(t,) =

6(t3)~ e(t4) folgt. Vorherrschend ist die gleichmdBige
zwolfstufige Temperatur, die als Bild das Quint-System mit der
Quinte Q := (7:12)®& hat. GleichmdBig ist auch die pythagorei-
sche Stimmung sowie alle die Stimmungen, die das kanonische
Quint-System auf ein anderes Quint-System so abbilden, daB die
Tonnamen erhalten bleiben; zu diesen Stimmungen gehdren neben der
gleichmaBigen zwSlfstufigen Temperatur beispielsweise die 19-
stufige Temperatur auf ein Quint-System mit Q := (11:19)@ und
die 31-stufige Temperatur auf ein Quint-System mit Q := (18:31)83
die beide auf unngleichmd@Bige Vorl&ufer aus der Renaissance
zuriickgehen.Die "Glite" derartiger Temperaturen kann man an der .
Tafel 3 (S.470f) in {16 ] ablesen.

Auf dem schon erwahnten Instrument MUTABOR wie auch auf anderen
automatisch umstimmbaren Tasteninstrumenten kann man Musikstiicke
so realisieren, daB je nach Zusammenhang Tasten unterschiedliche
TonhShen hervorrufen. In der extensionalen Standardsprache kann-

dieser Vorgang dadurch beschrieben werden, daBf das Musikstiick als
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Tonstruktur durch eine Stimmung in einem Tonsystem interpretiert
wird, wobei Tasten zu verschiedenen Zeiten ggf. verschiedene TOne
zugeordnet werden. Allgemein soll eine Stimmung einer Tonstruktur
mutierend heiBen, wenn es in der Tonstruktur gleichhohe Tdne
gibt, die die Stimmung auf verschiedene Tdne abbildet. Fiir ein
Instrument wie MUTABOR besteht eine Hauptaufgabe darin, Regel-
systeme zu entwerfen, die flir die Realisierung bestimmter Musik-
stlicke brauchbare mutierende Stimmungen liefern. Wie man zu sol-
chen Regelsystemen (genannt Stimmungslogiken) kommen kann, ist in
C93, T101 und [21] ausgefiihrt. |

7. SchluBbemerkung

Die gegebene Einfilihrung in die extensionale Standardsprache der
Musiktheorie ist in vieler Hinsicht unvollstindig. Es sind fast
nur Begriffe behandelt worden, die mit der Tonhdhe zusammenhdn-
gen, und selbst das wédre noch erheblich weiter auszufiihren. Als
wichtige Bereiche kommen Rhythmik, Dynamik und Klangfarbengestal-
tung hinzu, die ebenfalls in der eitensionalen Standardsprache
zugdnglich sein sollten. SchlieB8lich sind die unterschiedlichen
Komponenten musikalischer Komposition aufzubereiten,VWOzu als ein
Ansatz der Mathematisierung die in [[ 8] benutzte Idee eines
Atlas von Teilkompositionen vielversprechend erscheint. Insgesamt
wird bei allem Drang zur Standardisierung die extensionale Spra-
che der Musiktheorie immer auch in einem sie verindernden ProzeB
zu verstehen sein, da sie fir neue Entwicklungen und Ideen stets

offen sein sollte.
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