Booles originale Syllogistik

Wilfried Neumaier

Boole fiihrte 1847 in seinem Buch The mathematical Analysis of Logic die
algebraische Logik ein. Er rechnete in der normalen Algebra und beniitzte
ausdriicklich alle dort gegebenen Rechenverfahren!! Es ist ein Potenzreihen-
ring liber reellen Zahlen und keine moderne boolesche Algebra und kein
boolescher Ring, die erst viel spéter kreiert wurden. Es ist also die aus der
Schule bekannte Algebra. Daher wird hier spéter in Beweisschritten mit den
bekannten Rechenregeln nur das Argument Ring vermerkt. Boole nannte nur
das Distributiv- und Kommutativgesetz.? Letzteres hat Tradition in der Syl-
logistik und wird entsprechend benannt:

XY=Y-X mutation m (1)
In der Schulalgebra sonderte Boole nun einen Logikbereich aus mit Auswahl-
symbolen x, y, z, Auswahlfunktionen und Auswahlgleichungen, fir die
zusétzlich das Idempotenzgesetz gilt.’> Offenbar erfiillen genau zwei Zahlen
dieses Gesetz: 1 und 0 sind die einzigen idempotenten Zahlen.* Andere reelle
Zahlen gehoren nicht zum logischen Bereich und erst recht nicht alle
Algebra-Terme (Funktionen). Eben darum sprach er von Auswahlsymbolen
und Auswahlfunktionen. Zu thnen gehort offenbar die Multiplikation:

Axiom: (2)
XX=X idempotent
Theorem (trivial): 3)

XNXY)=XY idempotente Multiplikation

Der logische Bereich ist somit eine multiplikativ abgeschlossene Teilstruktur.
Hier gelten alle Logikaxiome nach Aristoteles [415]. Daher kann man in
diesem Bereich alle Logiktheoreme aus [4] nutzen und auch die dort gewahlte
Darstellung, insbesondere die stilisierten Bits | und 0, den Malpunkt und freie
logische Variablen X, Y, Z... als freie Auswahlsymbole. Diese Notation wird
hier angewandt, sobald man sich im logischen Bereich bewegt. Nur wenn
dieser liberschritten wird, was in Booles Beweisen der Fall sein kann, werden
die Rechensymbole + und — des Rings benutzt. Der logische Bereich ist nim-
lich kein Teilring, denn die Addition 1+1=2 und die Differenz 0—1=—1 fiihren

1

[Boole 18] normale Algebra mit allen iiblichen Rechenverfahren, Gréf3en
(reell), Potenzreihen (MacLaurin-Reihen S.60), Differentialgleichungen.

2 [Boole 16f]

[Boole 16] elective symbols, elective function, elective equitation.

[Boole 17] xx=x (index law).

4 [Boole 82]
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tiber ihn hinaus. Beide Operationen sind nicht idempotent und keine Aus-
wahlfunktionen. Es stort nicht, dass sie den logischen Bereich sprengen, da
dieser in die normale Algebra eingebettet ist. Nachfolger Booles kritisieren
das,> aber es ist mathematisch korrekt, auch wenn Zwischenschritte in seinen
Beweisen keine logischen Terme sind. Boole definierte natiirlich logische
Operatoren nur durch idempotente Auswahlfunktionen, etwa die Negation
und die Implikation, so dass nachweislich auch die klassischen Axiome des
Aristoteles gelten, ndmlich der Satz vom Widerspruch und die reductio ad
absurdum, der indirekte Bewelis.

Definitionen:® 4)
NICHT X = =X = |-X Negation

WENN X, Y = X=Y = X{I-Y) Implikation

Theoreme:’ (5)
XX =aX idempotente Negation

X=Y)=(X=XY) algebraische Implikation

X=Y)=(X-Y=0) ,

(X=XY)=0Y =X)=(X1-Y)=0)=(X-~Y =0) normiert

X=X=0 Widerspruch

XAY=0=U=Y)  a-b=0dka=b indirekt ]k’aSS’SChe Axiome

Boole hatte damit eine elegante algebraische Basis fiir die Logik gefunden, in
der man alles in bekannten Formeln ausdriicken kann und alles mit bekannten
Rechenregeln beweisen kann. Man musste nur noch die logischen Defini-
tionen beachten und deren Idempotenz nachweisen. Er definierte auch beide
Formen der Disjunktion durch Auswahlfunktionen: x oder y = x+y—xy und
entweder x oder y = x+2xy—.3 Beide sind nachweislich idempotent, wie man
leicht nachrechnet. Er brauchte sie aber erst im zweiten Teil zur Behandlung
der Aussagenlogik. Zu seiner mathematischen Analyse der traditionellen Syl-
logistik, die dieser Aufsatz genau darstellen will, kam er ohne diese logischen
Verkniipfungen aus. Hier im ersten Teil seines Buchs nutzte er seine Algebra
nur als Termlogik. Sie ist bei thm die primidre Anwendung.

3> [Schroder: Der Operationskreis des Logikkalkuls, Vorwort I1I: Ballast der
algebraischen Zahlen, nicht deutungsfahige Symbole wie 2, -1, 1/3, 1/0.

6 [Boole 20, 54(36)]

idempotente Negation: =X-=X per(1-X){1-X) ging 1-2X+X-X igempotent 1-2X+X Ring 1-X per =X.

normiert: X=Y additiv X-Y=Y-Y Ring X-Y=0.

[Boole 21 (4)]2 Xy=X symmetrisch X=XY normiert X-XY=0 Ring X(1-Y)=0 DefX°'lY=0.

algebraische Implikation: X=Y per X-U-Y)=0 normiert X=X-Y .

Widerspruch: X=X pes X-1-X) ging X-X-X igempotent X=X Ring 0-

indirekt: X-=Y=0 algebraische Implikation X =Y =(X=1)0 Ring X Y =0 perX=Y.

8 [Boole 51 (29), 52 (31)]
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Boole zitierte ofter die damals aktuellste aristotelische Logik im englischen
Sprachraum: Whately‘s Elements of Logic von 1826.° Dieses Buch enthielt
eine Neuerung: Whately fiihrte wohl als erster die klassenlogische Deutun%
der aristotelischen Termlogik ein und bezeichnete einen Term oft als ,class®.!
Diese Sprechweise libernahm Boole. Er redete dann oft von ihren ,individu-
als® und ,members‘, also von ithren Elementen, ohne aber fiir sie irgend-
welche Formeln einzufiihren. Die Klassenidee und die extensionale Intuition
ist nur im Kommentar standig prasent. Gleich am Anfang fiihrte er Auswahl-
symbole fiir elementhaltige Klassen ein.'' Solch ein Auswahlsymbol v
benutzte er bei kategorischen Aussagen zur Benennung einer Auswahlfunk-
tion mit gedachtem Existenzquantor. Andere benutzte er als generelle gebun-
dene Variablen, die dann die Elementhaltigkeit ausdriicken. Die Préazisierung
seiner Syllogistik erfordert daher auch Quantoren, die es damals noch nicht
gab. Er bildete mit seinen gedachten Quantoren aber keine kompliziert ver-
schachtelten Terme, wie spiter Frege im ersten Quantorenkalkiil, sondern
nahm nur dullere gedachte Quantoren an, wie es in der Mathematik noch
heute oft praktiziert wird. Dies legalisiert eine Notationskonvention, die hier
genutzt wird im Rahmen eines prazisen Klassenlogikkalkiils nach Peano, der
in der Boole-Tradition stand [U49].
Schreibweise: (6)
Freie Variablen, in die beliebige Terme eingesetzt werden diirfen,
werden grof3 geschrieben AB C ... X Y Z. Unbestimmte oder gebunden
Variablen werden klein geschriebenabc ... xy z.
Aussagen VYx.a oder Vx,y:a oder Vx,y,z:a mit fiihrenden Allquantoren
werden als a notiert, aber nicht innerhalb einer anderen Formel. Die
Unbestimmten (gebundenen Variablen), die in a vorkommen, sind
durch andere Unbestimmte umbenennbar per Definition, auller durch
die Unbestimmte v, die reserviert ist fiir Aussagen Av:b, die als b
notiert wird, aber nicht innerhalb einer anderen Formel.

Diese Schreibweise ist unmissverstdndlich, da gebundene Variablen nie mit
freien Variablen verwechselt werden konnen. In Beweisen quantorfrei notier-
ter gebundener Aussagen konnen dann quantorfrei notierte Theoreme direkt
angewandt werden, wie es Boole praktizierte und es auch heute noch in der
Mathematikpraxis iiblich ist.

Boole gebrauchte Gleichungen nur als Regeln, denn es sind keine Terme der
Schulalgebra, und definierte mit solchen die universellen kategorischen Aus-
sagen. Die partikularen Aussagen, die er dann nicht negieren konnte, weil
dies nur mit Termen geht, definierte er mit Gleichungen, die das Auswahl-
symbol v mit gedachtem Existenzquantor einfiihren:

? [Boole 7,21, 28] Whately erwéhnt.
10 [Whately 36] und spiter immer wieder.
T [Boole 9] ganz am Anfang.
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Definitionen:'? (7)
ALLE X SIND Y := XaY := X-(I-Y)=0 ,
niverselle A n
KEINE X SIND Y := XeY := XY=0 ]” Iverselie Alssage
EINIGE X SIND Y = XiY = (V=XY) ] artikulire Aussagen
EINIGE X SIND NICHT Y := XoY = vy=x-y) P g

Dass v ein elementhaltiges Auswahlsymbol ist, sagte Boole anfangs eher bei-
laufig. Es folgt aber auch aus einem Axiom, das er spiter explizit angab:
,11=0 etc. driickt die Verneinung der Existenz einer so definierten Klasse
aus“.!3> Da logische Funktionen #; etc. durch die klassischen Operatoren
erzeugt werden, ist sein Existenzkriterium nur fiir sie festzuhalten, und zwar
mit generell gebundenen Variablen nach obiger Schreibweise, die hier selbst-
verstiandlich auch fiir bewiesene Theoreme angewandt wird:

Axiome: (8)
Xy=0=xy¢l inexistente Konjunktion

(I-y=0)=(I-y)¢l inexistente Negation

Theoreme:'* )
(Xxy#0)=xyel existente Konjunktion

(I-y£0=(1-y)el  (;y#0)=-yel existente Negation

xel  x#0 electiv

0¢l irreale Leerklasse

lel reales Universum

xiy=xy#0) xoy=(xI-y)#0) partikuldr synonym

Damit ist die logische Basis seiner Termlogik im heute iiblichen Exaktheits-
anspruch formuliert und alles vorbereitet, um seine Syllogistik genau nachzu-
vollziehen.

12 Boole 21 (4)(5)6)(7)]

13 Boole 65, 77]

14 existente Konjunktion:  jnexistente Konjunktion Oy=0)=xy¢l per xy=0)=(1-Ocyel) kongruent
I—(x-y=0)=|—(|—(x-yel)) Ring Def (x-y¢0)=x-yel.
existente Negation: jnexistente Negation 1-y=0)=1-y)&l pef(I-y=0)=(I-(I-y)€N) yongruent
1-(1-y=0)=(--(-y)eD) Ring pef (I-y#0)=(1-y)€l per(qy#0)=-yel.
elective Symbol: kasse IXIXEN=I per (Peano) YX-X€D schroibweise XEN idempotent XX€EN exis.
tente Konjunktion (UL) X-x#0 idempotent x#0.
irreale Leerklasse: refiexiv idempotent 0-0=0 inexistente Konjunktion 0-0€! jgempotent O€1.
reales Universum: Ring (ibliche Algebra) 1#0 existente Konjunktion €N idempotent 1€1-
III (AeD-(x-A#0)=>X-A€l: existente Konjunktion (notiert mit Quantor) VXZV}/ :((X‘y ¢O)=x-y €l Hpy2
Vx:(AeD)Vy (xy #0)=XY€l) spezien YX:(X-A£0)=X-AEN) _Hpy1 quantorfrei 1=X-AEN pyssage X-A€EI
partikuldr synonym giniar: Xiy pefV=Xy selectiv V=XYV#0) Tausch> XY#0 frei Xy #0 gyis.
tente Konjunktion +reflexiv xyexy=xy) 3Einfiihrung laut (6) V=XY Def X1y Und ziizr: X0y pef
v=x.(l—y ) +electiv (V=X’(|'y )v#0) Tausch> x-(l—y )#0 positiv= (X’(|'y )7&0)‘(")/ #0) existente Negation
Oc(1-y)£0M1-y €D [ +refiexiv X-U-Y)ED-O(-Y)=X1-Y)) 3Einfiinrung aut (6) V=X-1-Y) pef XOY.
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Boole bewies zunidchst die Konversionen der traditi- kontrar
onellen Syllogistik:!> Die Kontraposition und conversio sim-

plex gelten fiir alle Klassen auch fiir leere, die conversio £ g
per accidens und die kontradiktorischen und subalternen Bezie- & =5
hungen des logischen Quadrats dagegen nur fiir gebun- 3 S
dene Auswahlsymbole. Diese altbekannten Regeln i v
erganzte er durch die Objektnegation und beweistechnische (subkontrar)
Umformungen:

Theoreme: ' (10)

XaY=aYaaX  XoY=aYo-aX Kontraposition

XiY=yix XeY=YeX conversio simplex S

Xay=yix conversio per accidens p

ig:i;?}{)) i;);;:((};;i kontradiktorisch ¢ mit indirekt

xXay=xiy Xey=>Xoy Subaltern

Xay=XexY XeY=Xa-Y . .

XoY=Xi-Y XiY=XoAY ) Objektnegation

xiy=av:(v=v-x)-v-x=vy) ,

Xiy=:(v=v-x)-vx-y)=0)) 1 -Form

xoy=3v:(V=v-x)-v-xy=0)) ]

xoy=v:(V=VxHvx=vI-y)) o-Form

AY+B=0, CY+D=0 = AD-C-B=0 ~ Y-Elimination

15 [Whately 82-86]

16 [Boole 27] Kontraposition: XaY pef X-1-Y)=0 ging (1-Y)}{1-(1-X)=0 pef =Ya-X; und: Xo¥
Der=X'(I_Y) Rlng (V=(|_Y)‘(I_(|_X)) Def -|Y0-|X.
[Boole 27] conversio simplex s: XiY pgrV=XY nV=Y-X pesYiX; und: XeY pgr X-Y=0 p,
Y-X=0 DeerX.
[Boole 271] conversio per accidens p, subaltern: Xay a.synonym X=XY +electiv
XED-X=XY) 3Einfihrung laut () V=XY Def X1¥ sYiX.
kontradiktorisch: X1y partikulsr synonym XY#0 pef a(Xey); Xey g1 mXeY) kontradiktorisch1
=(xiy); und: Xoy partikursr synonym X1-Y)#0 pesxay); xay g ~(Xay) kontradiktorischs X0Y).
[Boole 29f_| Objektnegation: XaYy DefX°(I‘Y)=0 pefXeY; XeY perX-Y=0 Ring X-(-(1-Y)=0
Def XAY; XOY pesV=X-Y) pes XiqY; XiY perV=XY Ring V=XI-(I-Y)) pgs XoAY.
[Boole 22 (10), 25] i-Form giguiar: X1y pef V=XY kongruent VX=Xy-X)VY=XYY) Ring idem-
potent Vx=xy)Vy=XY) Ersetzen Hyp V=VXWVX=VY) qaysch V=VXVX=V-XY)  sefectiv
V#0HV=v-xHv-x =V-Xy ) 2x Tausch V'XY #0 positiv frei XY #0 partikuldr synonym Xiy; Xiy Objektne-
gation X0 Def o-Form1 (s.u.) W=V-XHV-x1-y)=0).
[Boole 23 (13), 25] o-Form yjpysy: Xoy Objektnegation X1 j-Form1 WV=v-x)-v-x=v-(-y) yon.
gruent (V=V'y)‘(V'X'y=V‘(|'y)'y) Rlng idempotent (V=V'X)‘(V‘X'y=0) BL (V=V'X)‘(V'X'-|-|y=0) normiert
V=y:xHV-x=-y) kongruent idempotent Def WV=V-x)v-x=v1-Y)) i.Form1 Xi=y Objektnegation XOY .
[Boole 33 (15)] Elimination: AY+B=0, CY+D=0 yongrent C(AY+B)=C0, A(CY+D)=A0
Ring ACY+BL=0, ACY+AD=0 yongryent AC Y+AD-(AC-Y+C-B)=0-0 Ring A-D-C-B=0.
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Boole zitierte den scholastischen Merkvers fiir 19 Syllogismen in Whatelys
Version.!” Er erginzte zu jeder Figur Syllogismen mit konvertierter Konklu-
sion; sie sind trivial beweisbar per Variablen- und Priamissentausch m:

Theoreme mit u, v, w fiira, e, i, o Vokal-Codes: (11)
YuXzvY)=2ZwX 4 Xv)Yub)=2XwZ Tuvw ~ 4*vuw

XuYzv)=2z2wX 4F XVvY)(buY)=2XwZ 2uvw ~ 2*vuw h ford
YuX)yv2)=2ZwX 4F YvX)Yub)=XwZ Suvw ~ 3w |C1AN9E OF Oraer
XuY)YvZ)=2ZwX AF YvX)buY)=2XwZ duvw ~ Tvuw

Boole suchte zu kategorischen Primissen jeweils die stirksten kategorischen
Konklusionen. Er bewies sie aber nicht auf dem traditionellen Beweisweg
nach den Konsonanten-Codes der Merknamen, die hier angefiigt werden,
sondern iber Losungen von Gleichungssystemen (prazisiert in der Fulinote).

7 [Boole 31] zitiert stillschweigend, aber wortlich die mnemnotic verses aus
[ Whately 98], Figur 4: brAmAntlp, cAmEnEs, dimArls, fEsApO, frEsIsOn.
Exemplarische Beweise prézisiert (Originalschritte), analoge erginzt.

[Boole 34f Class 1st] Barbara: (YaX)}(ZaY) pe (Y-(1-X)=01(Z-(1-Y)=0) Ring m
(I-X)-Y+0=0)(-Z.Y+Z=0) YEllmlnatlon(l -X)}Z= OkommZ(I X)=0 pefZaX.

Celarent, 1*eae(~Calemes): (YeX){ZaY) per (Y-X=0MZI-Y)=0) ging X-Y+0=0}{-ZY+Z=0)
Y-Elimination XZ=0 komm DefZeX s XeZ.

Camestres, 2*aee(~Cesare): (Xa¥){ZeY) per XI-Y)=0ZY=0) 1, ging (Z-Y +0=0}{-X-Y+X=0)
Y-Elimination £:X=0 komm Def ZX s XeZ.

[Boole 35f Class 2nd] 3*aeo(~Felapton), 1*aeo(~Fesapo): (yax)yez) s (yax)}(zey)
a-Synonym Def y=y-x}zy=0) 3Einfiihrung mit (6) W=v-xZV=0) aysch V=Y-Xx)}zvx=0) Ring
V=V-XMV-X-Z=0) o.Form X0Z.

Darapti: (yax){yaz) a.synonym pef Y=Y-XHy-1-2)=0) 1aysch =y-X-y-X0-2)=0) 3ginfiinrung mit
6) V=V vx0-2)=0) i porm XiZ s ZiX.

Lhicht nach aristotelischen Regeln bestimmbar® 1eeo 2eeo 3eeo 4eeo: (yex)zey) o
(xey)lzey) s (xeyMyeZz) s (yex)MyeZ) m opjektnegation Y A1Z)YeX) a-Synonym Def
=y-l-2yX=0) 35infirung(s)V =V-U-2)V:X=0) ayscn V=Y-1-2HV-(1-2)X=0) pef o.Form "Z0X.
[Boole 36f Class 3rd] 3*aii(~Disamis), Datisi, 1*aii(~Dimatis), Darii: (yax)yiz)

s YaXMZiY) pef i-Form2 mit (6) V-A-=0v:(v=v-2)}y-z=vy) kongruent intern, mit (6)
Vy(1-X)=v-0v=v-2)}V-Z=V"Y) Ring Tausch V=V-ZH-V-Z1-X)=0) j.Form 2 ZiX s Xi8.

Fresison (versehentlich ausgeschlossen), Feriso, Festino, Ferio: (xey)Myiz) s (yex)}yiz)
s XeyHziy) s (yex)MZiy) pefi-Form1 mit (6) yx=0v:(v=v-2)}v-z=vy) kongruent intern, mit (6)
WVy-x=V-O-v=v-2WV-Z=VY) Ring Tausch V=V-ZV-Z:X=0) o.Form ZOX.

BaI'OCO (XQV)‘(ZOV) a-Synonym o-Form2 mit (6) (X=X’y)‘3V.((V=V’Z)‘(V‘Z=V’(l_y)) kongruem‘ intern mit
6) V=V-2H v-zx=xV-(-Y)XY) Ring V=V-2)}¥-Z2X=0) o Form1 ZOX.

Bocardo: (yox){yaz) o.rorm a-Synonym-intern y=y-2-v=vy-vyx=0) fausch
y=y-2v=vyHvy-zx=0) yongruent WVy=Vy-Z-V=VyHvy-Zx=0) 3ytaysch > V=V-2)}-zx=0)
o-Form Z0X.

3e00, 1oeo, 1*e00: (yox)yez) s (yox)zey) o-rom mit (¢ IV-(W=vyMy=vU-x))zy=0)
Tausch kongruent aV.((V=V-(|—X))-(V-y-Z=V-(|-X) )) (V'Z‘y—V'O) Rlng Tausch> (V V(l_X)) (0 V(l )Z)

symmetrisch, o-Form (1-X)0Z pef AX0Z opjektnegation "X 17Z s 7Z 171X Opjektnegation “ZOX.

18
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Syllogismen mit universellen Termen:'® (12)
Figur 1: (YaX){ZaY)=ZaX Barbara ~ (XaY)}{YaZ)=XaZ 4*aaa transitiv
YeX)(ZaY)=>ZeX Celarent ~  (XaY)}Y

ld

)

eZ)=XeZ 4*aee
Figur 2: )
)

XaY)
(YeX) XaY)
(XaY)(ZeY)=ZeX Camestres (XeY)(ZaY)=2XeZ 2%eae
(XeY)(ZaY)=>ZeX Cesare (XaY)(ZeY)=2XeZ 2*aee
Figur 4: (XaY)YeZ)=ZeX Calemes (YeX)(ZaY)=>XeZ 1*eae

Syllogismen mit universellen Pramissen, partikuldrer Konklusion:
Figur 1: (yex){zey)=-zox 1eeo ~  (xeyMyez)=-xoz 4*¢e0 neu
Figur 2: (xey{zey)=-zox 2ee0 Xey{zey)=>-xoz 2%ee0 neu
Figur 3: (yax)yaz)=zix  Darapti yax)-yaz)=xiz 3*aai
(yexMyaz)=zox Felapton yexlyaz)=xoz 3*aeo
(yex)Myez)=-Zox 3eeo y eZ)=>-xoZ 3'¢e0 neu
Figur 4: (xeyMyaz)=>zox Fesapo
Hyez)

ld

l

18

(13)

l l

l
—~ = = —

l
<
< &S

ld

(
(Zzey)=>xoz 1aeo
(XeyMyez)=>-zZox 4eeo ~  (yex)}(zey)=>-xoz 1%ee0 neu
Syllogismen mit einer partikuldaren Pramisse: 18 (14)
Figur 1: (yax)ziy)=zix  Darii ~  XiyWyaz)=xiz  4%ai
(yex)ziy)=zox  Ferio ~  (XiyMyez)=x0z 4%ieo
(yox)(zey)=>=Zox 1oeo ~  (xeyMyoz)=-xoz 4*€00 neu
Figur 2: (xey{ziy)=>zox Festino ~ (xiyMzey)=xoz 2%ieo
(xay)Mzoy)=>zox Baroco ~ (xoyl{zay)=xoz 2%oao
Figur 3: \yix){yaz)=zix Disamis ~ (yax)}yiz)=xiz 3%aii
yaxMyiz)=zix Datisi ~  (yix{yaz)=xiz  3%ai
(yox)}yaz)=zox Bocardo ~ (yax)}yoz)=xoz 3%a00
(yexMyiz)=zox Feriso ~ (yixHyez)=xoz 3%eo
(yex)yoz)=-zox 3eoo ~  (yox)yez)=-xoz 3*0eo neu

Figur 4: xiyMyaz)=zix Dimatis (Ziy)=xiz  1%aii
(xeyMyiz)=zox Fresison =XxoZ 1%eo
(xeyMyoz)==zZox 4eo0 ~  (yox)(zey)=>-xoz 1*0e0 neu

Aristoteles nannte in seiner Syllogistik nur 14 Syllogismen der Figuren 1-3. Er
bewies aber auch Syllogismen zu 1*3*!° Petrus Hispanus nahm fiinf der Figur
1* in seinen Merkvers mit 19 Syllogismen auf; sie wurden spiter zur Figur 4
umgeformt, die Whately iibernahm.?° Booles 50 Syllogismen umfassen und
erweitern beide Traditionen; aus dem Syllogismus 4*aaa leitete er per p auch
den oben ungenannten Syllogismus Bamalip/Bramantip ab.>! Boole pladierte fiir
negierte Terme,?? die auch Aristoteles nutzte,”® verwendete sie aber nur in

| B |
*’f_*’<‘
<&
N NN
® -

19 [4n.pr. A7,29a22-27] konvertierte Konklusion per s und p.

20 [Petrus Hispanus Tractatus IV13] Ur-Merkvers; dort Figur 1* mit Baralipton,
Celantes, Dabitis, Fapesmo, Frisesomorum. Boole/Whately-Figur 417 Oben die
Haupttradition mit Figur 4: Bamalip, Calemes, Dimatis, Fesapo, Fresison.

21 TBoole 39]
22 [Boole 28]
23 [An.pr. A46:51b36-52a7] Regeln fiir negierte Terme.
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Konklusionen, weshalb seine neuen Negativ-Figuren sehr unvollstindig sind.
Negativ-Syllogismen sind aber iiberfliissig, denn sogar die angeblich ,,nicht
nach aristotelischen Regeln bestimmbaren“'!'® Syllogismen 7eeo, 2eeo, 3eeo,
4eeo, 10eo, 3e00 sind simple Anwendungen von Felapton und Bocardo.>* Seine
viel umstindlichere Beweistechnik bringt nichts Neues; wirksam sind nur
seine neuen Definitionen der universellen Aussagen.

Aristoteles arbeitete nur mit freien Variablen und nur mit allgemeingiiltigen
Syllogismen. Diese Allgemeinheit verfehlte Boole. Er brauchte ergidnzend
zur Algebra unbedingt gebundene Variablen zur Simulation negierter Glei-
chungen; denn Gleichungen sind bei thm keine Terme, sondern dienen nur
als Beweisregeln. Er arbeitete also auf einer metasprachlichen Regelebene.
Verbale kategorische Aussagen dagegen gebrauchte er nur kommentierend.
Statt der bis dahin {liblichen Singularaussagen Omne A est B, Nullum A est B,
Quoddam A est B und Quoddam A non est B, die Whately nur englisch tlibersetzte,
verwendete er Pluralaussagen: All Xs are Y's, No Xs are Ys, Some Xs are Y,
Some Xs are not Ys. Er dachte namlich bei den Xs und Ys an die Klassenele-
mente, weshalb er zugehorige Klassen stets durch kleingeschriebene Aus-
wahlsymbole x und y erfasste. Diese intuitive Sprachebene mit Elementen
kommt in Formeln gar nicht vor. Im spateren Buch The Laws of Thought hob
er diese Trennung auf und identifizierte x und y mit x‘s und y‘s,>> was der
klassenlogischen Prizisierung entspricht. Auf gebundene Variablen verzich-
tete er aber dort nicht.

Die Bindung an die Schulalgebra engte seine logische Sprache ein. Sie zwang
thn zum Verzicht auf Gleichungsterme. Diese gehorten zur mathematischen
Sprache seit der Antike und waren durch Euklids Elemente Allgemeingut.
Aristoteles behandelte sie in seiner Logik in der Topik VII. Dieser Tradition
folgte Leibniz, der bereits 1686 in den Generales inquisitiones eine algebrai-
sche Logik mit idempotenter Multiplikation und der Negation mit aristoteli-
schen Regeln verwendete; hier gelten die booleschen Rechenregeln und sind
klassisch mit dem Satz vom Widerspruch und indirekten Beweisen beweisbar
[465][U 191ff]. Es ist eine Gleichheitslogik, die er auch zur Optimierung der Syl-
logistik nutzte. Schon er definierte die universellen Aussagen genau wie Boo-
le, aber die partikuldren traditionell kontradiktorisch per Negation. 160 Jahre
vor thm hatte er schon eine elegantere mathematische Syllogistik, aber
unpubliziert, denn die Generales inquisitiones wurden erst 1903 ediert. Boole
konnte an dieser geheimen Syllogistik natiirlich nicht ankniipfen und erfand
die algebraische Syllogistik ein zweites Mal unabhidngig von Leibniz. Dieser

24 Objektnegation 2 (klassisch): XeY perXY=0 poppeinegation X-+=Y=0 pefXaY.
1eeo, 2eeo, 3eeo, 4eeo, 10e0, 3eoo (aristotelisch): (YeX)ZeY) ¢ (XeY)(ZeY) s (XeY)Ye2)
S (YeX)}YeZ) Objektnegation 2 (YeX)Ya-Z) Felapton =Zo)X; und (YoX){ZeY) S (YoX)YeZ) Objekt-
negation 2 (YoX){YanZ) ocardo 7Z0X.

25 [Boole: The Laws of Thought 56, 63]
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jedoch definierte einfacher und allgemeiner als Boole, und zwar driickte er #0
durch est res und non est res durch =0 aus:

Definitionen:2°

Quoddam A est B, dat: AB est res. IRGENDEIN A IST EIN B := AiB = AB#0
Quoddam A non est B dat: A non-B est res. IRGENDEIN A IST KEIN B := AoB := A=B#0
Omne A est B dat: A non-B non est res. JEDES A IST EIN B := AaB := A-B=0
Nullum A est B dat: AB non est res. KEIN A IST EIN B := AeB := AB=0

(15)

Bei Leibniz verschwindet der Ballast aus Booles Syllogistik. Man kann des-
sen Synonyme allgemeiner fiir beliebige Klassen beweisen.

Theoreme:?’ (16)
AaB=-Ba-A AoB=-Bo-A Kontraposition
AiB=BiA AeB=BeA conversio simplex s
AoB=-(AaB) AiB=~(BeA) o
kontradiktorisch
AeB=-(BiA) AaB=-(AoB) ]
AaB=Ae-B AeB=Aa-B . .
AoB=Ai-B AiB=Ao-B ] Objekinegation

Leibniz nutzte die einfache Beweistechnik von Aristoteles, etwa mit indirek-
ten Umkehrungen, bei denen die negierte Konklusion als dritte indirekte Pra-
misse mit permutiert wird.?® Mit ihnen bewies Aristoteles schon eine Isomor-
phie seiner drei Figuren (sie erzeugt nebenbei die Change of order):

Theoreme mit u, v, w fiir a, e, i, o und d=o, ¢=i, j=e, g=a:*’ (17)
ab=c Ara~c=>-b Hb-cb=>-a | indirekte Umkehrung

Barbara 4FBaroco 4k Bocardo per opposito conclusionis ¢
Celarent4FFestino 4k Disamis mit

Darii 4k Camestres 4FFerison Aristoteles-Beispielen

Ferio  dFCesare  dFDatisi

Tuvw P 2upy - 3pv AF4vuw A 2%uy A3 v

26
27

28
29

[Leibniz GI §151]

conversio simplex: AiB pgrAB#0 , B-A#0 perBiA; und: AeB pgr AB=0 ;, B-A=0 perBeA.
kontradiktorisch: AiB pes AB#0 per ~(AeB); und: AeB poppeinegation Def (AB#0) per ~(AiB);
und: AoB pefAmB#0 pes(AaB); und: AaB Doppelnegation Def "A=B#0) per-(AoB).
Kontraposition: AaB pes A~B=0 Doppelnegation m B7A=0 per —Ba-A; und: AoB pef
A~B#0 poppeinegation m 1B1A#D per 1Bo-A.

Objektnegation: AaB per AmB=0 pr Ae-B; und: AeB pef AB=0 Doppelnegation A=-B=0 pr
Aa-B; und: AoB pgr AmB#0 perAi-B; und: AiB prAB#0 Doppelnegation AB#0 per Ao-B.
[Leibniz: De formis syllogismorum Mathematice definendes 4991f]

[An.pr. B8,59b3-5] indirekte Umkehrung: a-b=c jngiext a-b~c=>0 p ~c-b-a-=0,
anc-b=0 jygirext anc=-b, ac-b=>-a. Obige Beispiele in B8, B9, B10, schema-
tiSCh: 1m0 Umkehrungrez YUXMZV)SZWX, YuXMZWX)SZYY, CWXNZVSYUX o
ZVNYUX)ZWX, XY uX)ZPY, ZVNZPX=Y X,

[Petrus Hispanus Tractatus 1V 9] reducere ad impossibile per opposito conclusi-
onis 1st der Name, der offenbar in IV 14 den Code ¢ motiviert.
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Nichtisomorph zur ersten Figur ist die aristotelische Nebenfigur 7* und
ebenso die jiingere Figur 4, die Leibniz beide selbstverstandlich auch bekannt
waren.>? Hier erzeugen indirekte Umkehrungen Dreierzyklen innerhalb bei-
der Figuren.
Theoreme mit u, v, w fiir a, e, i, o (trivial): (18)
T uwvwAk vy HE TWuy - dvuw Ak 4up ¥y 4pvid Dreierzyklen
Mit den Definitionen von Leibniz sind Barbara und Celarent beweisbar. Die
starken Syllogismen folgen exakt nach den einfachen Beweisen von Aristote-
les. Dessen Axiome codierte Petrus Hispanus als Konsonanten BC D F ¢ s m
der Merknamen, ohne Beweise von D F, mit denen Aristoteles sein Axi-
omensystem erst nachtriglich reduzierte (anfangs sind D F Axiome):'?°

Figur 1:31 Beweise: (19)

(YaX)(ZaY)=ZaX Barbara B (YaXHZaY) petnormiert Y =Y-XHZ=2Y) kongruent
(ZY=2YXMNZ=2Y) Tausch Z=Z-X Def-normiert ZaX

(YeX)(ZaY)=ZeX Celarent C (YeXHZaY) per (YanX)aY) garpara 29X pefZ

(Yax)M{ziY)=ZiX Darii D Aristoteles: ¢ indirekte Umkehrung von Camestres (Figur 2)

(YeX)}{ZiY)=>ZoX Ferio  F Aristoteles: ¢ indirekte Umkehrung von Cesare (Figur 2)

Figur 2:3 Beweise nach dem Code (fett):

(XeY){ZaY)=>ZeX Cesare XeY)lZaY) s (YeX)ZaY) celarent 28X

(XaY){ZeY)=>ZeX Camestres XaY)(ZeY) ;s (YeZXaY) coarent 28X

(XeY)(ZiY)=ZoX Festino XeYMZiY) s (YeXHZiY) Ferip ZoX

(Xay){ZoY)=>ZoX Baroco ¢ indirekte Umkehrung von Barbara

Figur 3:33

YiX){YaZ)=ZiX Disamis YiXYaz) s XiY)YaZ) , YaZ)XiY) paii XiZ s ZiX

YaX)YiZ)=ZiX Datisi YaX)YiZ) s(YaXMZiY) pariZeX

(YoX){yaz)=ZoX Bocardo ¢ indirekte Umkehrung von Barbara

(YeX)}YiZ)=ZoX Feriso (YeX)MYiZ) s (YeXHZiY) Ferio ZoX

Figur 1* (Dreierzyklus):>*

(YeX){ZaY)=>XeZ Celantes (YeX)ZaY) celarent 28X s XeZ

(YaX){ZiY)=>XiZ Dabitis (YaX)ZiY) pariZiX ¢ XiZ

(YiX)MZeY)=>XoZ Frisesom(orum) (YiX)}(ZeY) ¢ s XiY)YeZ) y (YeZ2MXiY) porip X0Z

Diese Syllogismen sind mit leeren oder nichtleeren Begriffen belegbar und
bilden die unproblematische allgemeine Syllogistik, die Boole nicht ganz
erreichte. In thr wird keine conversio per accidens mit Code p angewandt, denn

30 TLeibniz 1053] Figur 1* Figur 4: Digami, Balani, Fedilom, Fegano, Cadere nach
[Flacius: Opus logicam... (1593), S. 464].

3U [An.pr A4:25b371f, 25b40ff, 26a23ff, 26a25ff] Axiome BCD F.
[An.pr. AT7:29b8-14] nachgereichte Beweise fiir D und F.

32 [An.pr. A5:27a5ft, 27a9ff, 27a32ff, 27a371f]
33 [An.pr. A6:28b7ff, 28b12ff, 28b17ff, 28b33ff]
3% [An.pr. A7:29a22-27] Figur 1*-Schema.
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diese Regel macht Probleme bei leeren Begriffen: Gilt p, so ist das Subjekt
der Aussage ALLE A SIND B nicht leer, und deswegen kann das Subjekt im
Gegenteil EINIGE A SIND NICHT B leer sein, was sprachlich unsinnig ist. Da intuitiv
das Subjekt in ALLE A SIND B nicht leer sein muss, ist die Definition von Leibniz
addquater und hat zugleich auch ein sprachlich addquates Gegenteil. Natiir-
lich gelten dann subalterne Relationen im logischen Quadrat nicht mehr all-
gemein. Die Losung von Leibniz schriankt aber dieses traditionelle Denk-
muster weniger stark ein als Booles Klassenexistenzaxiom (8). Leibniz nahm
fiir nichtleere Terme AiA an und bewies per Darii die subalterne Relation.?” Eine
Variante mit diesem Faktor erzeugt den subalternen Bereich der Syllogistik
und wird am einfachsten mit Akzent codiert.

Definitionen: (20)

AdaB := (AaB)}{AiA) Vokalcode &

A6B = =(AaB) Vokalcode 6

Theoreme: (21)
A4B=BiA conversio per accidens p
A4B=AiB Subaltern

Aristoteles schwichte Syllogismen ab durch eine starkere Pramisse, denn im
stiarkeren Syllogismus wirkt schon die schwache Primisse.*® Diese Beweise a

fortiori gebrauchte auch Leibniz.?’
Figur 1:36 Beweis: (22)
(YeX)'(ZdY) :ZOX Ce/érOnt (YeX)'(ZdY) subaltern (YeX)'(Z i Y) Ferio ZOX
Figur 2:3°
(Xe Y)'(ZdY) :ZOX CeSérO (Xe Y)'(ZdY) subaltern (Xe Y)'(Z i Y) Festino ZOX
(Xay){ZeY)=>26X  Camestros ¢ indirekte Umkehrung von Barbéri
Figur 3:3
(Yaxvaz)=zZiX Darapti (Yax)(yaz) p YaXMZiY) pariZiX

YeXHYaZ)sZoX Feldpton  (YeXMY4Z) o (YeXMZiY) porip ZoX
Figur 1* (Dreierzyklus):>%

(YaX)}{zaY)=XiZ Barélip(ton) (YaX)}{Z&Y) garpari ZiY s XiZ
(Yax){zeY)=XoZ F épesm 0 ¢ indirekte Umkehrung von Barélip
(YeX)}zay)=Xx6Z Celantos ¢ indirekte Umkehrung von Baralip

35 [Leibniz: De formis syllogismorum Mathematice definendes 499] conversio

per accidens p, subaltern: AdB pef (AaB)MAiA) pariiAiB s BiA.

[An.pr. A4,26b15f] eine unbestimmte Pridmisse kann a oder 1 bedeuten;
[An.pr. A4,26a28ff] gestattet 1-Pramissen durch unbestimmte zu ersetzen.
Subaltern erzeugt so Barbari, Celaront, Cesaro und mit s auch Baralipton nach
[An.pr.A7:29a22-27]; p erzeugt auf diese Weise Darapti und Felapton laut
[An.pr. A6:28al71t, 28a26ff].

37 [Leibniz: De modis syllogisticis primariis atque secundariis 494]

36



Im Merkvers von Petrus Hispanus — und analog in der Whately-Variante, von
der Boole ausging — stehen nur die schwachen Syllogismen Darapti, Felapton
Baralipton und Fapesmo. Er codierte nur bei Darapti und Felapton den Originalbe-
weis von Aristoteles. Nur diese gehoren zu den expliziten Syllogismen bei
Aristoteles, weil er die Primissenpaare untersuchte und hier die stirksten
Konklusionen angab. Das ist ndmlich der Unterschied zu den anderen Syllo-
gismen, die Varianten zu Syllogismen mit denselben Primissenpaaren sind.
Deswegen fehlen auch bei Aristoteles explizite Beweise fiir die librigen abge-
schwichten Syllogismen, die er alle nur pauschal nebenbei iiber ein Beweis-
schema erwéhnte. Man sieht an dieser Stelle deutlich die parallele Vorgehens-
weise von Aristoteles und Boole.

Bei der Ergianzung der Figur 1* codierte Petrus Hispanus bei Baralipton und
Fapesmo einen eigenen Beweis, den man leicht mit den Codes ausfithren kann
statt der indirekten Umkehrung. Die Namen der Syllogismen Barbari, Celaront,
Cesaro, Camestros und Celantos wurden erst im 16. Jahrhundert erginzt.’® Sie
gehen an der Intention der des Codes vorbei, der ja nicht nur den Syllogismus
benennt, sondern auch den Beweis codiert, was die Renaissance-Autoren ver-
sdaumten. Thre Namen signalisieren also nur eine modifizierte Konklusion.
Abschwichungen von Camestres und Celantes gab Aristoteles nicht an, da ihre
universellen Primissen nicht abschwéchbar sind. Sie folgen per indirekter
Umkehrung nach (18), aber — und das ist bezeichnend — als Dreierzyklus mit
zusitzlichen Akzenten: BarélipdkFépesmo-kCelantés. Ebenso folgen mit (17) nur
akzentuierte indirekte Umkehrungen BarbariHk CamestrosHk Felapto. Das ist des-
wegen bezeichnend, weil die Konklusion bei Celantds und Camestrés die verbal
inaddquate partikuldr negative Aussage ist, die X=0 nicht ausschliefSt und
noch nicht der Definition von Leibniz geniigt. Es gibt also einen logischen
Grund fir das Fehlen dieser Neben-Syllogismen bei Aristoteles. Fiir eine
echte Konklusion XoZ wire hier eine Zusatzpramisse XiX notig; ein nicht-
leeres Subjekt bei e geniigt nicht, wie man sich an Celantés sofort klarmacht.

Die Syllogistik von Leibniz funktioniert in jeder modernen booleschen Alge-
bra. Daher ist sie sachlich gesehen eine boolesche Syllogistik, auch wenn sie
alter 1st. Sie optimiert jedenfalls Booles Syllogistik deutlich. Leibniz hatte na-
tiirlich mit der Entwicklung dieser Syllogistik lange gerungen: Er machte vie-
le Versuche und verwarf wieder viele. Davon geben seine zahlreiche Logik-
skizzen ein beredtes Zeugnis, auch die Generales inquisiones, aus denen hier
nur die Definitionen §151 zitiert wurden. Sie verbreiteten sich in der moder-
nen Logik iiber Peano, der im Calcolo geometrico 1888 die boolesche Alge-
bra in die heutigge Form brachte und den Leibniz-Definitionen entsprechende
Formeln angab.”’

38 [Alexander Achillini: De potestate syllogismis, ediert 1545, S. 155] ist
wohl hier die Urquelle.

39 [Peano: Calcolo geometrico 14]. Zum Leibniz-Bezug bei ihm [4 74].
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