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Explizite Definitionen erkldren neue Terme mit bekannten Termen und haben
im Idealfall die Form a:=b. Oft lassen sich auch implizite Definitionen in diese
Idealform umwandeln, so auch transfinite rekursive Definitionen. Dieser Aufsatz
zeigt dies an Term-Hierarchien analog zu Neumanns Mengenhierarchie.

Als Basis dient die Universallogik [4], ein Logikkalkiil, der Ideen von Aristoteles,
Leibniz, Boole, Peano, Cantor und Zermelo optimiert. Er beschrinkt sich auf
ideale explizite Definitionen und hat eine sehr einfache Syntax fiir Terme, zu denen
Begriffe und Aussagen zidhlen. Basistexte sind die Identitit, die Konjunktion, die
Negation, das Universum und Klassenterme, jeweils mit definierter Verbalisierung:

Definitionen:
A IST IDENTISCH MIT B := (A=B) Identitcit
AUND B := A-B Konjunktion
NICHT-A :=-A Negation
EXISTENT :=| Universum
x MIT £, = {x|f,} Klassenterm

Freie Variablen fiir alle Terme werden stets grof3 geschrieben.
Gebundene Variablen werden stets klein geschrieben wie x in f, .

Diese Basistexte erzeugen eine leistungsfihige logische Sprache: Die ganze Mathe-
matiksprache wird in ihr explizit definiert, so dass alle Theoreme aus zwolf kurzen
und klaren Axiomen folgen. Dies wird in sieben Abschnitten kurz referiert. Jede
von ihnen prisentiert eine logische Sprachebene mit Definitionen und Axiomen
der Universallogik. Zitiert werden nur Theoreme, die spiter zur Beschreibung der
Hierarchien notig sind, wobei die Seite des Beweises am Rand als (.; angegeben ist.
Quellen zu historischen Bemerkungen sind auch in diesem Buch zu finden.
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1 Logik

Aristoteles begriindete die Logik und nannte sie Beweiswissenschaft. Er fiihrte
erstsmals Schlussregeln ein. Sie werden hier prézisiert mit Ableitungsoperatoren
Fund -k, die in logischen Texten nicht vorkommen.

a - b bedeutet: Ist (jedes) a beweisbar, dann ist auch (jedes) b beweisbar.
a - b steht fiir die Regeln a - bund b - a.
Metavariablen fiir Texte haben Serifen (logische Variablen dagegen nicht).

Zwei Schlussregeln von Aristoteles sind grundlegend. Darunter ist der modus po-
nens, der aber nicht die Implikation heutiger Aussagenkalkiile verwendet, sondern
eine algebraische Implikation, die Leibniz zuerst genau definierte:

Definition:
(A=>B) := (A=A-B)

Axiome:
a,a=>btk b modus ponens Al s
al a=l Urteil A2 e

Zur Logik gehort auch ein Identitdtsaxiom sowie drei Konjunktionsaxiome, die ein
multiplikatives idempotentes Monoid beschreiben, das formal der Zusammenset-
zung von Begriffen der natiirlichen Sprache entspricht:

Definitionen:

A-B-C :=(A-B)-C

A-B-C-D :=(A-B-C)-D etc.

A, ... A, N:=(A, .. A, N) fiir definierte Adjektive A, ... A, und Nomen N
Axiome:

(A=B) => (xAy=>xBYy) Identitdtsaxiom A3 s
A=A neutral Ad g
AA=A idempotent AS  pa
A-B-C = A-C-B permutativ A6 e

Diese sechs einfachen Logikaxiome geniigen, um alle wichtigen Beweisverfahren
abzuleiten, da Schlussregeln, Gleichungen und Implikationen die wesentliche Ar-
gumente in Beweisen sind. Die Beweistechnik wird auf vier Seiten der Universal-
logik 151 benutzerfreundlich beschrieben. Sie erlaubt prizise Kalkiilbeweise, die
iiblichen informellen Beweisen entsprechen. Es sind stets lineare Ableitungen als
Folge von Termen, zwischen denen Argumente als Indizes eingefiigt werden.



Folgende Erklidrungen zur Argumentationsweise mogen hier geniigen:

 Axiome und Theoreme werden mit ihrem y,,,, zitiert, Definitionen mit ,,,
unterscheidbar am Zeichen, das eliminiert oder eingefiihrt wird.

 Hypothesen eines Theoreme werden markiert mit .., .7 2 -

« Faktoren bewiesener Terme sind giiltig (ihr Produkt ist eine Konjunktion);
das gilt auch fiir den Skopus eines Quantors.

« Unterstrichene Faktoren werden der Reihe nach zitiert als ; ; 1, -

vame 2€18t das Weglassen eines Faktors an.

+Name Z€1gt das Einfiigen eines Faktors an.

~Name Z€1gt die Anwendung eines Faktors auf einen Term namens ,,,,, an.

e p zeigt automatische Beweisschritte in der Booleschen Algebra an, die hier
nicht ausgefiihrt werden.

2 Klassische Logik

Zur klassischen Logik gehort auch die Negation. Mit ihr und der Konjunktion sind
alle anderen klassischen Operatoren definierbar. Alle sind fiir Terme und Aussagen
verwendbar, oft werden aber spezielle Symbole und Verbalisierungen gewihlt:

Definitionen fiir Terme and Klassen: fiir Aussagen:
WESEN := DING := | JA =1
0:=-l NEIN :=0

A GESCHNITTEN MIT B := AnB :=A-B AAB :=AB

A VEREINT MIT B := AUB :=~(=A-~B) AODER B := AVB := =(=A--B)
A OHNE B := A\B := A-B

ALLE A SIND B := ACB:=(A=A-B) A IMPLIZIERT B:=(A=B)

A IST VERSCHIEDEN VON B := A#B := —(A=B)

ACB = (ACB)-(A£B)

Leibniz charakterisierte die Negation effektiv und elegant durch ein Implikations-
synonym, das die logischen Axiomen erginzt:

Axiom:
(A=A-B) = (A-=~B=0) Negationsregel AT o

Aus den Axiomen A1-A7 folgen die Regeln klassischer Aussagenkalkiile [2] und
der booleschen Algebra. Wie Boole kann man somit klassische Theoreme iiber
Terme oder Aussagen automatisch beweisen 271. Dazu gehoren indirekte Beweise,
Beweise mit Kontraposition, ex falso quodlibet, reflexiv oder anderen bekannten
Regeln, die hier ohne ausdriickliches Zitat angewandt werden.



3 Identititslogik mit Aussagen-Teillogik

Logiker bis hin zu Boole verwendeten Gleichungen und Implikationen nur als
Regeln, noch nicht als vollwertige Terme, die in alle Variablen einsetzbar sind.
Leibniz war der erste, der dies tat. Zwei seiner Regeln garantieren eine effektive
Identitatslogik:

Axiome:
(A#B) = ((A=B)=0) Inkoinzidenz A8
(A=>B)-A=> B Ersetzregel A9

Theoreme:
(A=B) = (xAy=xBy) kongruent [128]
(A=B)-xAy = (A=B)-xBy Tausch 28]
(AvB)-(B=>(C) => AvC disjunktiv (129]
ACA reflexiv [130]
(ACB)-(BCA)=(A=() antisymmetrisch (131]
(ACB)-(BCC)=>(ACO) transitiv [130]
(AcB)-(BcC)=>(Ac() transitiv (1)
(ACB)-(BCC)=>(AcO) transitiv (31)
0CA Acl extrem [131]
ABQA, AQAUB Oberterm [130f]
(AC(C)-(BCC) = (AuB)CC Teilsumme (131]

Da Leibniz nichts iiber Logik veroffentlichte, blieben seine brillanten Ideen
fruchtlos, insbesondere seine intelligente Einbettung der Aussagenlogik in
die Termlogik durch die Aussagenregel p=(p=l). Syntaxkonstruktionen fiir
hohere Logiken werden dadurch iiberfliissig. Die Logik enthilt automatisch eine
zweiwertige von Gleichungen erzeugte Aussagen-Teillogik iso.

Theoreme:
p = (p=D) fiir Aussagen p wahr 1212]
-p = (p=0) fiir Aussagen p falsch 212]

Da die Termlogik die Konjunktion von Aussagen mit Termen erlaubt, lassen sich
bedingte Definitionen mit Fallunterscheidungen, die in iiblichen Kalkiilen nicht
durch eine einzige Gleichung definierbar sind, auch explizit formulieren:

Definition:
A FALLS X SONST B := A-XVvB-=X

Theorem fiir Definienda 6, Terme a, b und Aussagen p:
0:=a FALLS p SONST b -+ p=>(6=a), "p=>(6=b)  bedingt definiert [132)



4 Klassenlogik

Leibniz bildete Klassen durch Vereinigung von Individuen im Sinn einelementiger
Klassen. Peano definierte diese 1889/90 in seinem Klassenkalkiil. Seine Regel
zum Inhalt von Klassen und eine Regel von Leibniz geniigen als Axiome:

Definitionen:
GLEICH A = {A} = {x|x=A}
{A, B} :={AlU{B}
{v),...v,} ={v,..,v,_,}U{v,} fiir n>2 und Variablen v, ..., v,
AISTIN B :=AISTEIN B := AIST B := AeB := {A}-B#0
{x€Alf,} = A{xIf.}
DIE POTENZ VON A := A-KLASSE := PA := {x|xCA}

Axiome:
AeB = {A}CB individuell A10 155
Xes=fy-(Xel) 1A s={x|f,} Inhalt All 3
Theoreme:

Ael = {A}£0 = Ae{A} existent (132]
AEO leer [132]
X€A=>A7é0 nichtleer [132]
AeB=Ael {x|f.} = {x|f.-(xe} real (132]
(AeB)-(BCCO)=>AeC Syllogismus (133)
XeA=>Xe(AuB) extensiv (133]
X€e(A-B)=(XeA)-(XeB) distributiv [133]
Xe(AuB)=(XeA)WV(XeB) distributiv (133]
Ae-~B=(Ael)-(A¢B) Xe(A\B)=(Xe€A)-(A¢€B) Ausnahme (133
Ael = (Ae{B}=(A=B)) gleich [134]
CeX = Cefoy, ..., v, }=(C=0v))V...v(C=v,) mehrdeutig (134)
v,eEX = v,Eflyy,....v,} fiir ganzzahlige n>i>1 aufgezdhlt [134]
Xe{x|f }=(XeD: fx Xe{xeA|f, }=(XEA)-fx erfiillt [140)
Xea=Xebt a=b Xea=>Xebt aCh frei [140]
{x|a-p}=p-{x|la} {x|p}=p fiir x-freie Aussagen p ungebunden (140]
P0={0} Nullpotenz [143]
P{A}={0,{A}} Einheitspotenz 43
P{A,B}={0,{A},{B},{A,B}} Paarpotenz

XCY=>PXCPY monoton [143]

Gebundene Variablen stehen stets fiir existente Terme mit x€l; nur sie konnen
Elemente sein, aber nie inexistente Terme mit x¢&l. Existenzbedingungen x&l sind



daher bei gebundenen Variablen vernachlidssigbar. Bei freien Variablen ist jedoch
immer die Existenz oder Nichtexistenz zu beriicksichtigen. Da die Klassenlogik
keine Existenzaxiome hat, sind Beweise im Klassenkalkiil elementarer als in der
Mengenlehre. Daher werden hier auch triviale oder bekannte Theoreme bewiesen:

Beweis der Paarpotenz:
et XEPLABY s (XED-(XC{A,B)) 4y 5 X=X-{AJUX-{B};
Fall 1 X=0: X=0 .y sueecan: XELO{A}L{B},{AB}};
Fall 2 AeX Fall 3 BEX: (AeX)-(BEX) inaividuen TAYEX)-({BYCX) nitsumme
{A}U{ B}gX def +U2 untisymmetrisch{A’B}:X >Ul, aufgezdhlt XE{O,{A},{ B}’{A’B} }’
Fall =1 X#0: Fall =2 (analog Fall ~3): AEX 405 {A}-X=0
>U3B X:X{ B} def, >Fall -1 (Xg{ B})(X{ B}:,éO) B def BeX individuell
{B}QX +U4 antisymmetrisch {B}=X >Ul, aufgezdhlt XE{O’{A}’{ B}’{A’B} };
umgekehrt, frei: XE{O’{A}’{ B}’{A’B} } real (def) mehrdeutig
(E)((X=0)V(X={A})V(X={ B})V(X={A,B})) >extrem >Oberterm >reflexiv
(disjunktiv) XE{ABHVIXC{AYU{BHV(XC{AIU{BHV(XC{A,B})
def. 8 XELABY Lus erpiie XEP{A,B} m

Natiirlich koénnen beliebige Klassen definiert werden, egal ob sie existieren oder
nicht. Auch Russells Klasse, das Paradebeispiel einer inexistenten Klasse, ist ein
wohldefinierter Begriff, niitzlich, um bedingte Begriffe zu definieren:

Definitionen:
A IST KEIN B := A¢B := -(A€eB)
DIE RUSSELL-KLASSE := T := {x|x&x}
A FALLS B := A FALLS B SONST T

S Definierte Pradikatenlogik

1888 definierte Peano Quantoren explizit in seiner Klassenlogik. Kein spéterer
Logiker griff seine Idee auf, obwohl sie genial ist und ohne zusétzliche Axiome
innerhalb der Aussagenlogik eine effiziente mehrsortige Pridikatenlogik erzeugt
mit relativierten Quantoren fiir beliebige Terme:

Definitionen:
f FURALLE x :=Vx:f, = ({x|f, }=D
f. FURALLE x IN A := Vx€A:f, := Vx:(xEA=£,)
fxy FURALLE X,y IN A :=Vx,y€A:f, 1= Vx:VyEA(xEA>f, )
ES GIBT x MIT f, :=3x:f, 1= ({x|f,}#0)
ES GIBT x IN AMIT f, := Ax€A: f, = Ix:(x€A)-£,)



Theoreme fiir Aussagen f und Terme a:

Xe€a=fy FVx:f,, Vx€a:f, generell
(X€a)-p=>fx F p=>Vxea:f, generell
(XeA)Vx: f,=>fx, (XEA)VXEA:f =[x speziell
(XEA)- fx=3Ax:f, -IAxEA: f, quantifizieren
VxEA: f,-VxEA:h, = VxEA:(fh,) Vdistributiv
ACB = Vx:(xeA=>x€eB) = VxeA:(xeB) CSynonym
Ax:(xeA)=(A#0) nichtleer

Ax:(f,-p) = p-3x:f, fiir x-frei propositions p  ungebunden

[138]
[138]
[138]
[138]
[139]
[141]
[141]

[143]

Mit Quantoren kann man viele andere Klassen definieren, etwa die Vereinigung
oder Klassen, deren Elemtente durch Terme mit gebundene Variablen beschrieben

werden, fiir die prizise Definitionen Existenzquantoren erfordern:

Definitionen:
{T |/} = {yl3Ix(f-(y=T)))}
{Tx,ylfx,y} = {Z|3X33y3(fx,y'(Z=Tx,y))}
DIE VEREINIGUNG ALLER A := UA = {x|Ay:((yeA)-(xey))}

Theoreme:

Tye{T, |/ }=(TxE fx erfiillt

(J0=0 Uleer

Ael = | J{A}=A \JEinheit
ACB = |JACUB (monoton
JAuB) = | JAulUB JSumme
YeX = YcUX JSchranke
YeX=>(AePY=>AePUX) Potenzschranke

Beweis der Potenzschranke:

hyp2-erfiillt +hyp1-\JSchranke (Ag Y)( Yg UX) transitiv Ag UX erfiillt (hyp2-real)
AeP UX ]

6 Definierte Relationslogik mit Funktionen

[143]
[144]
[144]
[144]
[144]

[144]

1888 fiihrte Peano geordnete Paare fiir Relationen ein. 1914 definierte Hausdorff
Funktionen als eindeutige Relationen. Explizite Definitionen erfordern Peanos
Operator 1, der das Element einelementiger Klassen kennzeichnet, und Kuratowskis
Paar von 1921. Sie generieren die komplette Funktionsterminologie auf direkte

und allgemeine Weise fiir beliebige Klassen:



Definitionen:
(A, B) :={{A, B}, {A}} FALLS (Ael)-(Bel)
DAS A :=1A := [JA FALLS 3x:(A={x})
DAS F VON X := F(X) :=1{y|(X,y)EF}
DIE FUNKTION F AUF A := F}, 1= {(x,y)|(x€A)-(y=F(x))}
DAS BILD VON A UNTER F := F[A] := {F(x)|x€A}
WERT VON F :=ImF := F[l]
ARGUMENT VON F := DefF := {x|F(x)€l}
ABB := ABBILDUNG := {f|f=f1,}
ABBILDUNG VON A NACH B := A— B := {f€ABB|(A=Deff)-(f[A]ICB)}
F-A—B .= Fe(A—B)
IDENTITAT :=1d := {(x, y)|x=y}
GoF = {(x, »)ly=G(F(x))}

Theoreme (mit dem Existenzaxiom {x, y }€l der Mengenlogik in Abschnitt 7):

F(X)el=XeDefF Argument
XEAS(F(X)=F (X)) wertgleich
Def(F | ,)=A-DefF Im(F | ,)=F[A] Einschrinkung
ACDefF=(A=Def(F | 4)) Teilfunktion
(Ftitg=Flas doppelt eingeschrcinkt
F1,=0 F[0]=0 Leerfunktion
FI{A}={F(A)} Einzelbild
FIAUB]=F[A]JUF[B] Bildunion
ACB= F[A]CF[B] monoton
6 ={(x,yly=0,} Graph
F AeDefo=(6(A)=p,), Defo={x|¢p, cl}
Id[A]=A identisches Bild
(GoF)[A]=G[F[A]] Bild vom Bild
YelF[X]=3zeX:((YEF(2))-(F(2)€l)) Wertelement
Beweise:
Teilfunktion:

ACDefF ,,, A=A-DefF A=Def(Fl,) =

Leerfunktion (erste Formel bewiesen in (147)):
FIO 4 {¥13y:((y=F(x))-(XEON} teer-sutsen {¥1Ty:((y=F))-0)} wgepunden
0-{yldy:(y=F ()} 0 =

Wertelement:
YelJFIX] erfiill (2) da:(3z:((a€l)-(a=F(2))-(zeX))-(Y€E€a))
Ja:3z:((Y€a)-(a€l)-(a=F(2))(Z€X)) quuseh, ungebunden

Einschrinkung

ungebunden

[145]
[146]

[146]

[146]
[147]
[147)
[147)
[147)

[148]

[149]

[149]



3z:((YEF(2))-(F(2)€D-(2€X)) yop () F2EX:((Y EF(2))-(F(2)ED) pugekenr.
erfillt HZ((YEF(Z))(F(Z)EF[X])) quantifizieren 32;33:((Yea)‘(a€F[X]))
(Yel)-3a:((Yea)(a€F[X]) oy, YEUFIX]

+real ungebunden

7 Definierte Mengenlogik

Leibniz nutzte eine unformalisierte binidre Mengenlogik in seiner Monadologie
1714 [1]. Der erste formalisierte Mengenkalkiil ist Peanos Logique mathématique
von 1897 [6]: Seine Regeln (AeK)-(BeK)=>A.-BekK, Aek=>-AckK, {A}lek
erzeugen einen komplementdren Mengenverband K. Russell und Zermelo nannten
seine Logik inkonsistent, da sie dachten, auch die Russell-Klasse existiere in K 74.
Modelle zeigen jedoch, dass Peanos Logik konsistent ist s3n. Sein Universum K und
auch das Leibniz-Universum sind explizit definierbar, so dass alle Regeln beweisbar
sind s4. Das geschieht hier in der Verbalen Logik [5], dem Grammatikkalkiil zu
[4], der die aristotelische Termsprache auf ein aktuelles Niveau hebt. Aus verbalen
Logiktexten ergeben sich dann per Definition kurze Formeln.

Definitionen:
SINGULAR := x MIT {x} IST EXISTENT
SCHNEIDBAR := x MIT x-y IST EXISTENT FUR ALLE y
NEGIERBAR := x MIT NICHT-x IST EXISTENT
IDEE := x MIT (x IST EINE MENGE = x IST EINE MENGENKLASSE)
K := SCHNEIDBARE NEGIERBARE SINGULARE IDEE

EXTENSIONAL := x MIT {x} IST EXISTENT UND xUy IST EXISTENT FUR ALLE y
WAHR = GLEICH JA

FALSCH := GLEICH NEIN

BINAR := x MIT x=x IST WAHR UND x#x IST FALSCH

L := BINARE EXTENSIONALE IDEE

FALSIFIZIERBAR = x MIT x-—x IST FALSCH
[E := FALSIFIZIERBARE EXTENSIONALE IDEE

Theoreme:
BINAR = (I€{l})-(0€{0}) = (lel)-(0€l) Bindrsynonym
FALSIFIZIERBAR = 0€{0} = 0€&l Falsifizierbarkeit
K F 0el, lel reale Bits [153]
K + Ael=Vy:(Auyel), {Alel extensional (1541

KFLFE wdhlbares Universum
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Beweise:
Bindirsynonym:
BINAR g {xI(x=)E{IN-((XEOELON) egentramgitsen (XIIE(IN-OE{0}))
ungebunden (Ie{ I })(06{0}) existent (|€|)(0€|) u
Falsifizierbarkeit:
FALSIFIZIERBAR def {x|(x-~x)e{0}} B, ungebunden 0€{0}

wdhlbares Universum:

K extensionall generell VXE':V_)/Z(XU)/ED +extensional2 VXEI:(({X}EI)'Vy:(XUyGI))
def, B EXTENSIONAL:l; N def -Faktoren IDEE B |-IDEE U +reale Bits

(OED'('E')'EXTENSIONALE IDEE def, Bindrsynonym L def -Faktor Falsifizierbarkeit En

0€! m

existent

Jedes Universum umfasst die Klasse M aller iiblichen Mengen, deren Komplemente
keine Mengen sind. Auch sie wird explizit definiert, so dass Mengen auch
Urelemente fiir Objekte unserer Anschauung nach Cantor enthalten konnen ps;:

Definitionen:
URELEMENT :=U := {x|-3yex:(y#x)}
FUNDIERT :=F := {x|VyePx\U:((myey)-(y-my=0))}
POTENZIERBAR := x MIT DIE POTENZ VON x IST EXISTENT
SUMMIERBAR := x MIT DIE VEREINIGUNG ALLER x IST EXISTENT
M := MENGE := POTENZIERBARES SUMMIERBARES FUNDIERTES DING

Theoreme:
URELEMENT={x|(x=0)-(x={x})} Urelemente [180]
ALLE URELEMENTE SIND MENGEN, UCM primitive Mengen o

Hier wird das extensionale Universum E als Priamisse gewihlt, da in ihm die
Mengenlehre ableitbar ist mit dem Axiom, dass Mengenbilder existieren 0. Diese
werden wie Mengen gehandhabt, da fiir Mengenbilder analoge Regeln (*) gelten:

Axiom:
AeM=F[Alel Mengenbild Al12 (9]
Definition:
BILD := B := {f[x]|xeM}
Theoreme:
{A, BleB, {A}eB, 0eB, {A}el, 0el * elementar (78]
AeB=G[AleB * Bildbelegung (177
(ACO)-(CeB)=>AeB * Teilbild [178]
(AeB)-(ACB)=>|JAcB * Bildvereinigung s

AeB=>PAEB * Bildpotenz [178]
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AcM=AecB, MCB Bildart [175ff]
AeM=>ACM Mengen von Mengen sy
AeM=>-A¢M, &M Nichtmengen [1641]
AeM=>F TAE/-\BB Teilabbildung [164]
AeB=>PA#F[A] kein Bild [*164]

Bewelis von elementar:

bewiesen L1781: {A’ A}EB def B {A}EB (OQ{A})({A}EB) Teilbild OeB

+extrem real ™

Folgen bildet man iiblicherweise durch Abzihlen mit Ordinalzahlen. Cantor dehnte
diese erstmals ins Transfinite aus. Zermelo gab 1915 die erste prizise Definition
der Ordinalzahlen mit einem Zahloperator A" und der Riickwirtszihlung | JA; seine
Definition ist elegant und in eine kurze explizite Form umwandelbar ps;:

Definitionen:
DIE ZAHL NACH A := A" := AU{A}
1:=0 2:=1" 3:=2
ORDINALZAHL := O := {zeM|Vxez:(x'ezZ’)- VyePz:(| Jyez)}
FOLGE := {f|3z€Q:(f:z—>1)}

Theoreme:

(Xe0)-(YeO) => (XcY)=(XeY) geordnet [166]
Ze0 = ZCO Zahlenmenge [166]
(ZeX)(Xe0)=>(Ze0)-(Z#X)(ZCX)-(Z=2Z-X) Subzahl

(A€0)-(Be0) = (ACB)V(BCA) linear (166]
O¢l, O¢M Totalitdit (67)
XeY > (XEA,=(X€A)V(X=A)) vorher [167]
AeX => AcA’ mitgezc'ihlt [167]
Ae0 > A’E@ zdhlen [168]
0€0, 1€0, 2€0, 3€0 Zahl [169]
(Xe0)-(X#£0)-(X£1)=>1eX Zahl iiber 1

Ae0 > (UAE@)(U(AI)=A) riickwdrts [168]
Ae0 = (A=JAV(A=(A)) Grenzverhalten [168]
(ZeX)-(Xe0)-(X=JX)=>Z'eX Ziihlgrenze
(Ze0)-(Z#U2)=>Jzez Vorgcinger

Ae0 = A'#JA) Nachfolger
(aC0)-(0€a)-(aCPa) + Induktion [169]

(0eK)-Vxea-K:(xX'eK)-Vxea:((x=Jx)-(x-aCK)=>xeK) = aCK
fo» XEO=(fx=>fx)(X=UX)-VzeX:f,=fx) transfinite Induktion
FVxe0:f,, XeO=fy



Vxe0:(xCK=>xeK)=>0CK transfinite Klasse
FEFOLGE = DefFeO Zahlargumente i
(FEFOLGE)-(YeD)-(G=FuU{(DefF, Y)}) = Fortsetzung i
(G:DefF' —>1)-(GEFOLGE)-YxeDefF:(F (x)=G(x))-(Y =G(DefF))
Beweise:
Subzahl: hyp2-Zahlenmenge Xg@ +hypl Syllogismus Ze0 geordnet (hypl+2) ZcX def

(Z#X)(ZCX) gy Z=Z-X n
Zahl itber 1: g aogopty XCOVACX)-XED s 0 (XEV(IEX)

st XEWONVAEX) i tontreaty X=OVAEX) 52 e OV(IEX) 5 1EX
Ziihlgrenze : Z'¢X

indirekt*
Z,¢X falsch>linear XQZ, Jmonoton UXQU Z, hyp3, riickwdrts (Subzahl) +Subzahl
(XQZ)(ZQX)(Z#X) antisymmetrisch (X=Z)(Z¢X) B Om

Vorgdinger:
Subzahl (hypl) Ze0 Grenzverhalten (Z:UZ)V(Z:(UZ)/) +hyp3 B Z:(UZ),
hpyl riickwdrts UZE@ mitgezdhlt UZE(UZ), U UZEZ .

Nachfolger:

AeO mitgezdhlt, zéihlen (AGA,)(A’ECD) Subzahl AI#A riickwdrts (hyp) A,# U(AI) u
(]) @gp® frei: XeO real +Zahlenmenge (XEI)(XQG:D) erfiillt def XePOn
transfinite Induktion mit K :={x| f, }:

(generell)* Prih;1isseZ>hyp (fX=>fX’)'((X=UX)'VZEX:fz:fX) def satified

(XEK:X EK)'((X:UX)'VZGX:ZEK:>X€K) +hyp-distributiv, +Subzahl-distributiv

(Xe0-K=>X'eK)-(X={UX)VzeX-0:zeK=>XEK) cgpomm

(X=UX)(X®QK):XEK generell (hyp) +Primissel +U-generell

(0€K)-Vx€0-K:(x'€K)-VxeO:((x=Jx)-(x-OCK)=>xeK)

Induktion (reflexiv, Zahl, (1)) QQK hyp Syllogismus XEK def erfiillt fX u

geordnet (hypl+2 Subzahl zihlen)

8 Explizite rekursive Definitionen

Eine explizite rekursive Definition vereinigt Folgen mit gleicher Rekursionsregel.

12

69]
71]

72]

Ist diese Vereinigung eine Folge, so ist die Rekursion nicht transfinit, sondern
endet bei einer endlichen oder unendlichen Ordinalzahl. Im transfiniten Fall ist
diese Vereinigung aber auf allen Ordinalzahlen definiert und ist dann keine Folge
und keine Menge. Zum Beweis der Transfinitédt geniigt es zu zeigen, dass der

Rekursionswert fiir beliebige Ordinalzahlen existiert:
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Theoreme fiir Terme @, yg, I, 0:
YE = VzeDefF:(F(z):qurz)
I' := {fEFOLGE|y,}
5= U{fEFOLGE|Vz€Deff:(f(z)=(pfrz)}
F XeDefé > 5(X):(p5rx
Defé6={xe0|3f el":(xeDeff)}

(Xe@)-(XgDef6)=>(p5rXel
FXe0 = (6(X)=¢;;,)

Rekursionsregel
rekursive Funktionen
rekursive Definition
Rekursion

rekursive Argumente

Realwerte (Prdmisse)
transfinite Rekursion

[173]

[173]

Def6=0 Transfinitdt
Deféél, Defé6&EM Totalitdt
XeO = (X=Defé | x)-(6(X)€l) Teilrekursion

Beweise mit G :=46 Iy U{(X, @i }:

(1) (XEO)ve=Yry, y-generen: LEDEF 1 %) pinsenrankung £ EX-DefF
distributiv +hyp2-def (£€X)-(£€DefF)-VzeDefF:(F (Z):(PFrZ) Subzahi(hypl) speziell
(Z:ZX)(F(Z):(pFrZ) Tausch B F(Z)ZCOFTX‘Z wertgleich(U), doppelt eingeschrinkt
FIx(D)=@F;,,
(2)(X€0)-(XCDefs) = (81 xEFOLGE) Y5, * nypi enfiitic X EM teitavbitaung, Teitfunksion
(hyp2) +extrem (O 1 x EABB)-(X=Def(6 [ x))-(SIXICD) ot ersiitic 6 T x: X2 aepreniitic thyp1)
61 xEFOLGE; potursion XEDe6=(8(X)=0s5, ) genereit, def Vs nypi (1) Vo1 ™
(3) (Xe@)-(G(X):(p5rX)'VzeX:(G(z)zgoérZ) => VzeX':(G(z)z(pérz):
generell: ZEX, vorher (ZEX)V(Z=X) hyp3-speziell disjunktiv, >hyp2 disjunktiv
(G(Z)=(P5[Z)V( G(Z)=(P5 Tz) B G(Z)=(P5rz u
(4) XeO=(XCDef6=>XeDefé): (2), Realwerte (hypl+2) ) [XEFOLGE)-yﬁrX-((p(SrXEI)

Teilfunktion(hyp2) X=Defsx >U2-def, >Fortsetzung (U1, U3, def) VzeX:(61x(z ):_(P&rz)
(G: X' 1)-(GEFOLGE)-VzEX:(5 | x(2)=G(2))(@; rx=G(X)) def-erfillt
w >mitgezdhlt (hypl) X€EDefG 4,6 Vistributiv, Tausch YZEX (G (Z)=; rz)
w7, 3 VZEX "(G(2)=; 1) Us def YG +Us enfiitir OEL 409 quantifizieren 3T EL:(XEDefF)
iyl erfiilr XE{AXEO|If €L (xEDeff)} XeDefé

Transfinitdt, Totalitdit:
(1) YXEO:(xCDef6=>xEDefS) 1, ynsfinite Kiasse OSDEFS

Def6=0-{x|3f €l':(xeDeff)} . pperierm DefOCO
>Totalitdt fiir O Def&%l’ Def5¢M u

transfinite Rekursion, Teilrekursion:
hyp +Zahlenmenge (XEO))(XQ(U)) Transfinitdt (XE Defé)(XgDefé) Rekursion, Teilfunktion
Realwerte (hyp) (6(X)=§05 [X)'(X=Def5 rx)(q)(s 5% EI) Tausch 6(X)€| u

rekursive Argument

rekursive Argumente def

O=Defé

antisymmetrisch (U)
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Hiufig sind transfinite Rekursionen mit Regeln fiir Nachfolger- und Grenzzahlen:

Theoreme fiir Terme A, o und die rekursive Definition von 6 mit folgendem ¢:
@g:=0f FALLS DefF#| JDefF SONST A

Realwerte - XeO = 5(X')=05rx, Folgewert
(Xe0)-(X=yX) = 8(X)=4s, Grenzwert
Beweise:
Folgewert:

/ /
transfinite Rekursion + Teilrekursion (Realwerte, hyp-zihlen) (5(X ):(pzS I xt )(X =Defo rX')
/
>Nachfolger(hyp) Defs I«X’;éLJDe‘F(S rX’ U, bedingt definiert 5(X )zaérxr =
Grenzwert:

transfinite Rekursion +Teilrekursion (Realwerte, hypl) (5(X):(p6 r)()()<:De{:(s rX) >hyp2
Defs rX=LJ Defs I\X U bedingt definiert 5(X)=/15 I'x u

9 Hierarchien
Nun wird Neumanns Hierarchie, die Mengen durch Potenzen der leeren Menge

konstruiert, verallgemeinert mit einer Potenzvariante, bei der eine Tauschfunktion
die leere Menge mit einer gewidhlten Startklasse vertauscht:

Definitionen:
Sy = {x, y)|y=(x-(x#A)VA-(x=0))} Tauschfunktion
PaX 1= S,4[PX] Potenzvariante
Theoreme:
A€l ((XED (XF#A)(XF0)=(SA(X)=X)) Six
A€EI=(S54(0)=A)-(S4(A)=0) vertauscht
Aél=S,(0)¢l Tauschliicke
Ael=(Xel)-(Ye)=((S4(X)=Y)=>(X=5,(Y))) Riicktausch
A€l=>(S 405 4=Id) selbstinvers
A€l=((0eB)-(AE€B)=>(SA[Bl={A}uB\{0}))) Variante
AeB=(0eB=>(S,[Bl=B)) Original
Xel = Xe{AlUB\{0}=(X=A)V(XeB)-(X#0) Tauschfille

Beweise mit ¢, :=X-(X£AWVA-(X=0), FALLE :=(X=AW(X=0)V(X£A)-(X#0):
(0) FALLE: ;w

(]) ¢A=0: d)A def A(A#A)VA(A=O) reflexiv-wahr, Tausch A_'IVO(A=O) B Om

(2) po=A: @q 4or 0-(0FAWVA-(0=0) _fprip Am
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(3) (XgéA)(X#O):}((bX:X) ¢X def X(X#A)VA(X:O) hyp1-wahr, hyp2-falsch
X-IVAQ 4 X m

(4) A€l=>(XEI=XEDeS 0): (1)2)3)disjunkaiv >FirLe (@x=0)V(Px=AV(dx=X)

disjunktivselementar >hypl >hyp2, B DX E enfitiv-Grapn2 (nyp2) X EDeEfS 4 m
vertauscht:
4) (hyp, elementar) AEDELS 1)-(0EDERS 1) Grupns (Sa(A)=d 4)-(SA(0)=¢p,)
>(1)(2) (hyp) (SA(O)=A)'(SA(A)=O) u
fix:
@ (hyp 1-0) XEDEES A Grapnt SAX)=Px (3) ypsray Sa(X)=X m

Tauschliicke:
indirekt* SA(O)GI Argument OEDefSA Graph?2-erfiillt d)OEI (2) A€l hyp-falsch Om
(5) (A€D-(XEN=(SA(SA(X))=X):
Fall 1 SA(SA(O))ZO SA(SA(O)) vertauscht (hypl) SA(A) vertauscht (hypl) O’
Fall 2 SA(SA(A)):A SA(SA(A)) vertauscht (hypl) SA(O) vertauscht (hypl) A’
Fall 3 (X#A)(XF0)=(SA(SA(X)=X): SA(SAXN=X fis (ryp142) SalX)
fix (hyp1+2) X; disjunktiv: Fall 1-3>FALLE, B SA(SA(X)=Xu
Riicktausch:
S,(X)=Y
selbstinvers:
5408, def {CGPy=Sa(S400))} (5) hyp{(X’ ly=x} def 1A m
Tauschfdlle:
Xe{A}uB\{0} distributiv (Xe{Ahv(XeB\{0}) Ausnahme
(XE[ANVIXEB)-(XE(0)) yich oy X=ANV(XEB)-(X£0) m
(6) (XD (SA,(X)eB)=XeS,[B]:
(XED(SA(X)EB) quantifizieren EIX((SA(X):X)(XEB)) Riicktausch
x:(X=S4(x))-(XEB)) uepersitite (nyp1) XESALBL wumgekenr: enfit
(XED-Ix:(X=S4(x))(XEB)) Rickiausen IX:((Sa(X)=X)-(XEB)) 74450,
Ix:(S,(X)EB) (XEN(S,(X)EB)
Variante:
Sx(X)EB=(X=AW(XEB)-(X£0) 11 gt e
Fall 1 X=A: SAAEB o awsen tomt) OEB i3t | 5 IV(AEB)-(A70)
(A=A)V(AEB)-(A#0);
Fall 2 X=0: SA(O)EB vertauscht (hypl) +hyp3 (AEB)(A¢B) B 0 B O(OZA) hyp2-falsch
(0¢B)(0:A) Tausch(AgB)'(O:A) -hyp3 0=A B (A:O)VIO hyp2-wahr, reflexiv-falsch
(0=A)v(0€B)-(00);

SASAX)N=SA(Y) 5) X=SA(Y)m

kongruent

ungebunden +U

reflexiv-wahr
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Fall 3 (X#A)-(X#0): SADEB 4y i 3) XEB st 312 (XEB)-(X#0)
OV(XEB)(X#0) rut 371 gutsen (X=AWVXEB)-(XF0);
U (6) Tauschfille XeS,[Bl=Xe{A}UuB\{0} frei SA[Bl={A}UB\{0} =
Original:
frei- XESALBI (6)SAXVEB ijuntaiv: nypi1 nyp2 TausefatiesrirLe, 8 X EB;
umgekehrt: XeB disjunktiv: vertauscht/fix>FALLE (X:SA(O))V(X:SA(A))V(X:SA (X))

quantifizieren (elementar, hypl, U) disjunktiv B 3X:(()<:‘S’A (X))(XE B)) erfiillt (hypl-real hyp2, U)
X€ES,[B]

Wird die Tauschfunktion auf eine Potenz angewandt, entsteht eine Potenzvariante
mit dhnlichen Eigenschaften; in Sonderfillen ist es auch die iibliche Potenz:

Theoreme:
P X=PX iibliche Potenz
XCY>P,XCP,Y monoton
AEI=(XEB= (P X#EF[X])-(P,X#X)) kein Bild
XeB=>P,XeB Bildpotenz
(Ael)-(AgPX) = P, X={AJUPX\{0} Potenzvariante
AEPX = P, X=PX Normalpotenz
(Ael)-VyeX:(yCP,y)=UXCP,UX akkumulieren

Beweise:

iibliche Potenz:
So=1d: S ger 1, Y)y=(x-7(x=0)V0-(x=0))} 7501
{CGNy=(x-2(x=0)vx-(x=0))} g {(x, Y)ly=x} 4 Id;
7:'oX def SO[PX Ty Id[PX] identisches Bild PXu

monoton:
XCY

Potenzvariante:
extrem OSX erfittt (etementar) OEPX Variante (nyp) SalPX1={AYUP X\ {0}
def PaX={A}UPX\{0} =
Normalpotenz:
extrem, exfllt (elementar) OEPX originat (nyp) SAIPXIZPX 4op PAX=PX m
kein Bild:
indireks: PaX=F[X] kongruent, def SALSAPXN=SALFIXT] gita vom pita
S04 [PX]=8S,0F[X] Id[PX]=S20FI X1 iyensisches Bira PX=S a0 F[X]
kein Bitd (fiir P)-faisch (hypi1+2) 05 speziett Fatt PAXFIAX] igentisches piia PaXF#X m

Bildpotenz: XeB Bildpoten fiir P rPXebB Bildbelegung SA[PX]eB def P,Xe€B =

PXCPY onoton (fiir Bild) S A [PXICSA[PY] def PpXCP,Y u

monoton fiir P

selbstinvers
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akkumulieren
frei: ZEUX erfiillt Hy((zey)(ﬂ)) hyp-speziell Hy((zey)(ygpAy)) Syllogismus
Ay:(ZEPAY);
Fall 1 Z=A: Fall 2 A€PUX: w1 ZEPUX wormaporons (rair2) ZEPAUX;
Fall 2 AZPUX: st psnpesisiont ZELAY suomsin ZELAYUPUX\(0)
Potenzvariante (hypl, Fall =2) ZEPA UX’
Fall 1-falsch (Z=A)=0 mit Fall 2: Fall 3 AEPY: y,maiporen: PaY=PY su3
y:(ZEPY) porenzschrankevzy Y (£ ePUXx) ungebunden, Normalpotenz (Fall 2) ZeP,UX;
Fall =3 A¢P_y Potenzvariante (hypl) >U3 EI)/(ZE{A}Upy\{O}) distributiv, Ausnahme
3Y((Z€{A})V(Zep)’)(Z¢{O})) gleich (Ul-real, elementar)
Ely((ZZA)V(ZEP.y)(Z;éO)) Fall I-falsch, B EIy((ZePy)(Z;éO)) Potenzschranke (U2)
EIy(Z€7JLJ)<) ungebunden ZEPUX Normalpotenz (Fall 2) ZGPA UX’
Fall =2 pronzschranke (Kontraposition)>U2 AEPY potenzvariante (hypl) U3 Y (Ze{AUPy\{0})
distributiv, gleich (U1-real) 3Y:(Z=AWV(ZEPYN{OD) ru 1 putsen, B, Ausnanme
3y((Z€Py)(Z¢{O})) Potenzschranke (U2) Hy((ZEPUX)(Z¢{O})) ungebunden, Ausnahme
ZEPUX\{O} extensiv ZE{A}UPUX\{O} Potenzvariante (hypl,Fall =2) ZEPA UX .

Neumann dehnte die Potenzen der leeren Menge ins Transfinite aus durch implizit
rekursiv definierte Rénge, die bei Grenzzahlen vorige Réinge vereinigen. Dasselbe
erreichen explizit definierte Klassenringe mit der Potenzvariante:

extensiv

Definition:
V, = |J{fEFOLGE|VzeDeff:(f(2)=P,f (| Jz) FALLS z#|Jz SONST (Jf[z])}
Theoreme:
V,4(0)=0 Startrang
XEO = V,(XN=P,V,(X) Folgerang
(Xe0)-(X=JX) = V,(X)=VAlX] Grenzrang
Ael = V,(1)={A} Rang 1
XeO = V,(X)eB Realrang
(AED)-(AEV (X)) (YEP,VA(X)) = Teilrangvariante
(Y=AWV(YCV,(X))-(X#0)
(AEV1(X))-(YEP,VA(X)) = YTV ,4(X) Teilrang
X€e0 = Ye( V[ X1=3zeX(YEV,(2)) Vorrang

Beweise mit o :=P,F(| DefF), Ap:={JImF, pg := DefF#( JDefF :

(A) Ar,,=UFIZ). =pp,,=(0r,,=UFIZ)):
def AF[Z=UIm(F rZ) >Einschrinkung /1F[Z=UF[Z] bedingt definiert (hyp) COF[Z=UF[Z] .
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(o) (ZE‘D)'(Z:DefFrz)'PFrZ:>(0'FIZ:PAF(UZ))'((PFrZ:pAF(UZ))3
Vorganger (hyp1, hyp3r2) UZEZ; @  bedingt definiert (hyp3) OF 5 def
PAFT,(UDef(F 1)) hyp2 PArF1,(U2) wertgleich (hypl, U) PAF(J2)m

(1) (FEFOLGE)-(Z€DefF)=(pr) =P, F(JZ) FALLS Z#(JZ SONST [JFIZ]):
Zahtargumente (hyp1) DETF EQ sy ant Teitfunttion (nyp2) (£ ED)-(L=Def(F | 2));

PF1, def O—Ffz'szV/lFfz'_‘sz (A)(e) disjunktiv (U) PAF(UZ)'pFZVUF[Z]"‘p,:Z
der mp2 PaAF(UUZ) FALLS Z#(JZ SONST |JF[Z] m

(8) 6=V: 6 40 UL f EFOLGE|VZEDef :(f(2)=0;, )} () Vam
((P) Xe@Z}fX mit fX ::(XgDef6:>(p5 rXEB) transfinite Induktion*
Startfall £ geipunkiion (fohyp) O=D6 Lo S teer, deforp 7Psy (1) (P5r0:U5[0]

Leerfunktion Ps rOZUO Uleer §05r020 >elementar (péroe[B u
Zéihlfall X€O=(fx = fx):

! !’
fx-hyp X gDef& Teilfunktion X'=Defs I\X' >Nachfolger (hyp) p6X (o) (hyp-zdhlen, U2)

Psy =P,5(UX 9) riickwiirts (hyp) Pé) 1 =P46(X); mitgeziihlt (hyp) +Subzahl (hyp-zihlen)
(XeX')-(XSX") Syllogismus (U1), transitiv (u1) (X EDeF8)-(XCDEFS) gopursion, nyp2 1)
(6(X)=61x)-(6 I xEB) puusen SXIEB pigporenz ir p, Pad(XIEB 13 @), EBm
Grenzfall XeO=>((X={JX)-VzeX: f,= fx):

riyp2 XCEDES 4ot itpunision X=D€IO 1 x pyp2 7Ps, (3) sy X=U5 [X];

nypt erfiitic X EM Bitgare XEB pigperegung SIX1EB;

5[X]QB frei: YES[X] def erfiillt HZ:(( Y=5(Z))(ﬂ)) Syllogismus (U4), Subzahl(hypl)
EIZ:((ZG Def5)(ng)) Rekursion transitiv (U4) 32((5(z)=(p5rz)(z§Def5))
(hyp3-speziell (U9) iz 3(%[26[8) U10, U8, ungebunden YeB;
Bildvereinigung (U6+7) Ué[X]EB U5 (pérxeB u

Realrang und Realwerte:
XE@ (9) XgDefé:’quTXEB >hyp2 ¢5TX€|B real §05IXE| ]
U transfinite Rekursion 5(X)€B (8) VA(X)EB u

Startrang:

zant O€O Transfinivir (Reatwerie) OEDE0 Gronzvert (teer) 0(0V=4s1, 5)
VA(O):U6[0] Leerfunktion VA(O):O u

Folgerang:
hyp-zdhlen, Teilrekursion X,=Def(5 rX') >Nachfolger (hyp) &;

l ’
VA(X ) (6) 5(X ) Folgewert (Realwerte, hyp) O-SIX/ (o) (hyp-zdhlen, Ul, U2)
!’
PAé(U(X )) riickwdrts (hyp), (6) 7)AI/A()<) .
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Grenzrang:
VA(X) (6) 5(X) Grenzwert (Realwerte, hyp) ’16 Px (4) Ué[X] (8) UVA[X] u
Rang I:
Va(D) ger V(0" Folgerang P AV AO) siartrang Pa0 der SalPOl nuttporenz Sal{0}]
Einzelbild {SaO)} sermausent (hyp) {A} =
Teilrangvariante:
YEPAVAX) varianse nyp) Y ESAINVPY AN} ruusenseare
(Y=AV(Y EPVAX))-(YED) s (Y=AN(Y CV,(X))-(Y0) m
Teilrang:
YEPLVAX) originat Y EPVAX) eypiitis Y EVA(X) m
Vorrang:

Ye U VA [X] Wertelement Hﬂ(( YEVA(Z))(VA(Z)ED) -real rank (hyp U Subzahl)
AzeX:(YEV,(2)m

Bei inexistenten Startklassen wie der Russell-Klasse, der Klasse aller Ordinalzahlen
oder der Klasse aller Mengen ergeben sich leere Riange und leere Hierarchien.
Nur bei einer existenten Startklasse entstehen durch Vereinigung aller Rénge
effektive kumulative Hierarchien, deren Rénge eine aufsteigende Inklusionskette
abbildbarer Klassen bilden:
Definition:
DIE HIERARCHIE UBER A :=V, := [ JV,[O]

Theoreme:
Agl=(V,=0), \/TZO’ V=0, Vy=0 leere Hierarchie
V,EBU{A}, AeB=>V,CB abbildbar
A€l = VxeO:Vzex:(V4(2)CV (X)) kumulative Hierarchie
Beweise:

(0): AZI=>VX€E0:(V4(x)=0) mit fx :=(V4(X)=0) ,unsfinite tnduttion’
Startfall fy: Startrang Va(0)=0m
Zéhlfall X€EO=(fy= fx): V(X)) Fotgerang PAVAX) yp2-der Pa0 aer
Sa[P0] Nullpotenz Sal{0}] Einzelbild {S4(0)} Tauschliicke, nicht existent Om
Grenzfall XeO=>((X={JX)-VzeX: f,= fx):
Fall X=0: gunan fo3 Fall X#0: VAX) Grenzrang hyp1+2) UValX]
Leerfunktion (hyp3, Fall) U{O} \UEinheit (elementar) Om

leere Hierarchie:

Yy aer Uy [3x:((r=VA00) (XEON} (900 ULy 13x:((y=0)-(x€O0)) }
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ungebunden Ulyl(y=0)-3x:(x€0)} ,intteer ULYI(=0)-(OF0)} 2ot nichitcer
U{yly=0} def U{o} \UEinheit (elementar) Om
(1) XeEO = (YeV,(X)-(Y#A)=>YeB:
Fx:=(YEV,(X)(Y#A)=>YeEB:
Startfall o ¢ pp1 YEVAO) siarmrang Y EO teer-sutsen O iex utso quodiivery Y EB ®
Zihlfall X€O=(fx=fx): 1, mp YEVAX) poigerang Y EPAVAX) putt acv,
Teitrang ¥ SVACDs U1 Fatt Agv10 Teitrangvariane (Y =AWV Y SV A(X))-(X7#0)
y-yp2-faisn 8 Y SYAXD)S veide Fatte +Reatrang, Teitpita Y EB®
Grenzfall X€O=((X={UX)-Vz€X: £, fx): tip1 YEVAX) Gronzrang
YEUVAIXT vorang 32:((YEVA(2))(ZEX)) 13-spesic 7. sfmyp2ev2 YEB =
abbildbar:
greit FAll 1 X=A1 XEVY ot existens XEAXY a1 XELAY prsensiv XEXEBU{AL;
Fall 2 X#A: XeV, def. Vorrang 3z:((XEV4(2)(2z€0)) () su1, Fan2 37:(XEB)
ungebundenX EB extensiy XEBU{A} m
AEB ,uividuett der {AY={AYB ongruens BU{A}=BU{A}-B ; BU{A}=B
sabbildbar YAEDB ®
(2) (A€ (XEQ)=VA(X)CPAVAX) mit [y :=Va(X)CPAVAX) yansinite mduksion”
Startfall fo: oypem OSP4V A(0) Startrang Va(Q)SP,VA(0) m
Zahlfall X€O=(fx= fx): VAXIEP AV AX) yonoron
PAVAXICPAPAVACX) poigerang VaAX ISPV AX ) m
Grenzfall XeO=>((X=UX)-VzeX:f,= fx): hyps VZEX:Vp(2)CP 4V a(2)
akkumulieren (hyp) UVA [X ]QPAUVA [X] Grenzrang VAX)CPAVA(X) m
(3) (ZEX)(XED)=>VA(2)SUVALXI:
srei Y EVAL) puantifizieren nyp1) 3ZEX Y EVAD)) vorrang (nyp2) YeUValX]n
kumulative Hierarchie: mit fx :=VzE€X:(VA(2)CV (X)) yansfinite nduktion*
Startfall fo it Z€0 L icnieer (£€0)(ZEO) piox futso quodiivery Va(Z)ITV 4(0) m
Zdahlfall X€O=>(fx=Fx1): (2) (hyp) +kein Bitd (Realrang)
(VAX)CP LV A(X))-(VAXDIEPAV AXD) wes: Fotgerang (1) VaX)ITVa(X);
Ix genereis £€EX " orher yp1) (LEXW(L=X) 4 spezielt (=hyp2) disjunkeiv
(VA(L)CTV 5, (X)V(£=X) disjunktive: U-transitiv, >U, B VA(Z£)CVA(X ,) .
Grenzfall detailliert X€O=((X=X)-VyeX:Vzey:(V,(2)CVA(¥)= fx):
I x generett: ZEX sirgezinis (Subzant), Zainigrenze (hypi+2) (£ EZL )(Z'eX) hyp3-speziell(hyp2) +(3)

(VA(Z)CVA(ZI))(VA(ZI)QUVA[X]) transitiv VA(Z)CUVA[X] Grenzrang (hypl+2)
VA(Z)CV (X)) m

transfinite Induktion mit
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Neumanns Mengenhierarchie ist der Fall V) mit der iiblichen Potenz PyX=PX.
Das hilt ein Korollar in vereinfachter Schreibweise fest:

Definitionen:
V=V,
NEUMANNS HIERARCHIE := \/0

Theoreme:
V(0)=0 Startrang
Xe0 = V(XH=PV(X) Folgerang
(Xe0)-(X=UX) = v X)=UVIX] Grenzrang
V(1)={0} Mengenrang 1
V(2)={0, {0}} Mengenrang 2
V(3)={0, {0}, {{0}},{0,{0}}} Mengenrang 3
Vo EM Mengenhierarchie

Das Hierarchieschema gilt natiirlich auch fiir Urelemente. Fiir sie ergibt sich iiber
eine einfache transfinite Induktion die iibliche Potenz und eine groere Hierarchie,
die V; als echten Teil umfasst:

Theoreme:
(A={A}D-(X€0)-(1€X) = V(X )=PV,(X) Potenzringe
(A={A}) = V,(D={A} Urelementrang 1
(A={A}) = V,(2)={0, A} Urelementrang 2
(A={A}) = V,(3)={0, A, {0}, {0, A}} Urelementrang 3

Hier interessieren jedoch reguléire Hierarchien, bei denen in jedem Rang die leere
Menge vertauscht wird. Beispiele sind V,, V,. Sie entstehen, wenn die Startklasse
keine Teilklasse eines Rangs ist:

Theorem:
(A€l)-YxeO:(ALV (x)) =

X0 = V,(XN={AJUPV,(X)\{0} reguldrer Rang
Va(hH={A} Rang 1
Va2)={A{A}} Rang 2
VaQB)={A{A}L{{A}L{A{A}}} Rang 3

Beweise:

reguldrer Rang:

hyp2-speziell (hyp3) def _l(AgVA(X)) erfiillt (hypl), def AgP,VA(X) Potenzvariante (hypl)
pAVA(X)={A}UPVA(X)\{O} Folgerang (hyp3) Va(X )={A}UPVA(X)\{O} u
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(1) 0¢X = X=X\{0}:
0ZX 4 {103-X=0 e X\{0JUL0}-X=X\{0}U0 5 X=X\{0} m

(2) Ael =>0€{ {A} }: indirekt OE{ {A} } gleich 0={A} hyp-existent-falsch On

(3) Ael=02{{A}L {({ALL {ALAN ) e OSTHTAY H{HAVL AALAYY) ehrdeui
(0: { A } )V(O: { { A } } )V(OZ { A’ { A } } ) distributiv: hyp-existent-falsch, elementar-falsch,

>aufgezihlt(hyp), B A0 leer-falsch, B Om

Rang 2:
Va(2) def Va1l reguléirer Rang (hyp1 hyp2-speziell(Zahl)) {AYUPYV,(D\{0} Rang 1
{A}UP{A}\{O} Einheitspotenz {A}U{O’{A}}\{O} def B {A}U{{A}}\{O}
o VAYTU{{A}} 4 {A{A}} m

Rang 3:
Va(3) def Va2) reguléirer Rang (hyp1 hyp2-speziell(Zahl) {AYUPYVA()\{0} Rang 2
{AYUP{ALAY IO} puarporen: {AYUL0, {A}L {{A}} {ALAT NGO} 54y
{AJUH{AL HALL {ALATINO} 50y aer (A (AL {H{ALL {A{A} ) ) 0

Das Hierarchieschema funktioniert auch beim Uberschreiten der Mengenlehre. In
der bindren Logik von Leibniz existiert nicht nur die leere Menge 0, sondern auch
ihr Komplement |, was in der iiblichen Mengenlehre mit einem Mengenuniversum
Cantors Antinomie erzeugt io7: Sie entsteht allein durch die Annahme M=I. Da alle
wichtigen Resultate der Mengenlehre im extensionalen Universum auch ohne diese
Annahme beweisbar sind, lisst sie sich als unnotig mit Ockhams Rasiermesser
beseitigen. Dann kann man das Universum ohne Risiko als existent betrachten und
erhilt die bindre Logik von Leibniz, fiir die es einige dquivalente Axiome gibt:

Definitionen:
IMMANENT := BILD
T := TRANSZENDENT := NICHT-BILD

Theoreme in E:
Cantor- oder ZF-Mengenlehre + M=I| F Il Mengenuniversum [96f]
L A 11ST WAHR = | IST EXISTENT die Wahrheit existiert
L 4~ 11ST WAHR uND O IST FALSCH bindire Logik
L -+ L=l —+ L=E Leibniz-Universum
L d-lel — | IST TRANSZENDENT Transzendenz
Beweise:

die Wahrheit existiert:

L def Bindirsynonym B (IG{ l }) E -Primisse E, def l'IST WAHR =
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bindre Logik:
L def Bindgrsynonym, Falsifizierbarkeit B (lE{ I })(OE{O})[E -Pramisse E, def | IST WAHR UND O IST FALSCH =
Leibniz-Universum:
L Urteil L=l +Prdmisse L=I-E B L=E =
(2) (I=F[XD=>d[pxo F[X]=PX):
Id I\PXOF[)<] Bild vom Bild Id rPX[F[)<]] hyp Id rPX[I] def Im(ld rPX) Einschrinkung
ld[PX] identisches Bild PXu
kein Bild-falsch EIf(O(XEM)) ungebunden B Om
Transzendenz:

L die Wahrheit existiert, def €l Leibniz-Universum leL real +(3) (|€|)(|€B) Ausnahme le-B def
leT .. €l Lw

real die Wahrheit existiert

Die Existenz der Wahrheit tangiert die Theologik der Monadologie [1], in der
Leibniz einen korrekten Gottesbeweis fiihrte mit einer Definition dquivalent zu
GOTT={l}; er ist im Abschnitt zur universellen philosophischen Sprache in [5] 240
und bereits in [3] analysiert. In seiner bindren Logik hat die Existenz der Wahrheit
jedoch eine weiter reichende Wirkung: Sie erzeugt die Wahrheitshierarchie, eine
immanente Welt, rekursiv generiert durch vertauschte Wahrheitswerte. Sie ist so
michtig wie die Mengenwelt, weil sie eine bijektive Projektion von Neumanns
Hierarchie in eine Klasse abbildbarer Nichtmengen ist. Dies folgt als Korollar
aus einem allgemeinen Satz fiir Hierarchien, die von einer transzendenten Klasse
erzeugt werden:

Theoreme:
AeT = (McB)-(Bcl) hoheres Universum
AET = V,(XH={AJUPV,4(X)\{0} reguldire Riinge
AET = (V,C-M)-(V,CV,) maogliche Welten
Theoreme in L:
| IST TRANSZENDENT Transzendenz
Xel > V|(X’)={I}U7)V|(X)\{0} reguldrer Wahrheitsrang
Vi(H={l1} Wahrheitsrang 1
ViQ)={1,{1}} Wahrheitsrang 2
ViQ)={1, {1}, {{I1}}, {1.{I}}} Wahrheitsrang 3
V,CBU{I} Immanenz

(V,&=M)-(V,E~Y,) iibernatiirliche Welt
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Beweise:
(1) AeT=A&M:

indirekt AeM Bildart AeB hyp-def-Ausnahme-falsch Om

hoheres Universum:
B#l jdireres B=1 5pp AE s reat-puisen 05 extrem +v1 (BED-(B#D) 4 BClm
MEB jivers: M=B 5 ctementar {AYEM pengen von Mengen +hyp-exisiens AELAD-({A}EM)
syltogismus AEM (1) fuisen 03 itdare +v3 (MEB)-(M#B) 4., MCB w
(2) AEB=>YxeO:(ALV 4(x)).
generell, indirekt ASVAX) Reatrang (ASVa(X)) (VAXIEB) 110 AEB 131 sutsen O
reguldre Riinge:
AET 4pp AETB 4 inatme (AED(AEB) () (AED)-VXED:(ALV4(x))
VaX)={AJUPYV,(X)\{0} =
(3) (RC-M)-(R#0)=>R¢M:
indirekt: REM pengen von Mengen REM dof siyp1-der (R=R-M)-(R=R-=M) 7,61
R=R-~=M-M , R=0 , , 1.s On
(4) A€T = X€0=(V,(X)C-M) mit fy :=V,(X)C~M
Startfall Jo' exrem 0C-M Startrang VA(0) S~ M =
Zahlfall X€O=>(fx=>fx1): [x' it YEVAX ) reguldire Réinge, Teilrangvariante
(Y=AW(Y CVAX)(XF0) gisjunkaiv: zanifalt-nyp? transitiv
(Y=A)V(Y M) (X#0) disjunktiv: (1)(hyp) (3), B YEM ssnaime (U-real) YE-Mu
Grenzfall XeO=>((X=UX)-VzeX:f,= fx): refreii YEVAX) Grenzrang
YEUVAIX] vorrang FZEX(YEV4(2))
mogliche Welten:
sreit XEVa g XEUVAIO] virrang (iyp) IZEVAXEV 4(2))
Xe-Mn

mogliche Weltenl \/Ag_'M +Mengenhierarchie Kontraposition(B) (\/Ag_'M)(_'Mg_'\/O) transitiv

reguldrer Rang

transfinite Induktion*

+hyp3-speziell f, Syllogismus Ye-Mu

+(4) Syllogismus, ungebunden

Die Wahrheitshierarchie ist auch ein Teil von Peanos komplementérer Logik [,
in der L bereits bewiesen wurde. In seiner Logik existieren Komplemente aller
Mengen und aller realen Klassen. Somit gibt es immens mehr potentielle Bilder
und isomorphe Hierarchien. Aus Sicht der iiblichen Mengenlehre ist dies ein
Multiversum, eingebettet in ein hoheres transzendentes Universum.
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