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1 Explizit definierte logische Sprache

Giuseppe Peano publizierte als erster Mathematiker streng formalisierte
Logikkalkiile in einer leicht verbalisierbaren Symbolsprache, bei der er Worter
durch ihre Initialen abkiirzte [6][7]. Wegen angeblicher Antinomien setzte sich
seine Logik aber nicht durch. Tatséchlich sind seine Logikkalkiile jedoch konsistent
und sehr effizient. Das zeigt ihre Aktualisierung in der Universallogik [4]. Seine
Logik in der Tradition nach Aristoteles, Leibniz und Boole hat eine natiirliche, sehr
einfache Syntax fiir Terme, zu denen Begriffe und Aussagen zihlen. Basisterme
sind die Identitét, die Konjunktion, die Negation, das Universum und Klassenterme,
jeweils mit definierter Verbalisierung:

Definitionen:
A IST IDENTISCH MIT B := (A=B) Identitdt
AUND B :=A-B Konjunktion
NICHT-A :=-A Negation
EXISTENT := | Universum
x MIT f, = {x]|f,} Klassenterm

Freie Variablen fiir alle Terme werden stets grof3 geschrieben.
Gebundene Variablen werden stets klein geschrieben wie x 1in f, .

Diese Basisterme erzeugen eine auBerordentlich leistungsfihige logische Sprache,
und zwar ausschlieBlich mit Standard-Definitionen a :=b, die neue Terme a durch
bekannte Terme b erkldren. Die ganze Mathematiksprache wird in dieser expliziten
Form definiert, denn Peanos Logik schlieBt die Mengenlehre ein und damit das
derzeitige Fundament der Mathematik. Speziell wird Neumanns Mengenhierarchie,
die bisher immer implizit rekursiv definiert wurde, hier auch explizit definiert. Sie
umfasst bekanntlich alle Mengen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre. In Peanos
komplementirer Mengenlogik existieren aber wesentlich mehr Klassen. Hier kon-
nen ganz andere Hierarchien als alternative mogliche Welten auf analoge Weise
explizit definiert werden.

Der Sprachaufbau wird in den folgenden Abschnitten referiert. Jeder Abschnitt
prasentiert eine logische Sprachebene der Universallogik mit wenigen kurzen
Axiomen. Insgesamt geniigen zwolf Axiome, aus denen alle mathematischen Theo-
reme folgen. Aus der Universallogik werden nur Theoreme zitiert, die anschlieBend
zur Beschreibung der Hierarchien notig sind, wobei (.5 die Seite des Beweises am

Rand angibt. Quellen zu historischen Bemerkungen sind auch in diesem Buch zu
finden.



2 Logik

Aristoteles begriindete die Logik und nannte sie Beweiswissenschaft. Er fiihrte
erstsmals Schlussregeln ein. Sie werden hier prézisiert mit Ableitungsoperatoren
Fund -k, die in logischen Texten nicht vorkommen.

a | b bedeutet: Ist (jedes) a beweisbar, dann ist auch (jedes) b beweisbar.
a - b steht fiir die Regeln a b und b - a.
Metavariablen fiir Texte haben Serifen (logische Variablen dagegen nicht).

Zwei Schlussregeln von Aristoteles sind grundlegend. Darunter ist der modus po-
nens, der aber nicht die Implikation heutiger Aussagenkalkiile verwendet, sondern
eine algebraische Implikation, die Leibniz zuerst genau definierte:

Definition:
(A=>B) := (A=A-B)

Axiome:
a,a=>bkF b modus ponens Al 3
al a=l Urteil A2 e

Zur Logik gehort auch ein Identitdtsaxiom sowie drei Konjunktionsaxiome, die ein
multiplikatives idempotentes Monoid beschreiben, das formal der Zusammenset-
zung von Begriffen der natiirlichen Sprache entspricht:

Definitionen:

A-B-C :=(A-B)-C

A-B-C-D :=(A-B-C)-D etc.

A ... A, N:=(A, ... -A,-N) fiir definierte Adjektive A, ... A, und Nomen N
Axiome:

(A=B) = (xAy=>xBy) Identitditsaxiom — A3
A=A neutral Ad e
AA=A idempotent AS g
A-B-C=A-C-B permutativ A6 e

Diese sechs einfachen Logikaxiome geniigen, um alle wichtigen Beweisverfahren
abzuleiten, da Schlussregeln, Gleichungen und Implikationen die wesentliche Ar-
gumente in Beweisen sind. Die Beweistechnik wird auf vier Seiten der Universal-
logik 11151151 benutzerfreundlich beschrieben. Sie erlaubt prizise Kalkiilbeweise, die
tiblichen informellen Beweisen entsprechen. Es sind stets lineare Ableitungen als
Folge von Termen, zwischen denen Argumente als Indizes eingefiigt werden.



Folgende Erkldrungen zur Argumentationsweise mogen hier gentigen:

« Axiome und Theoreme werden mit ihrem ., zitiert, Definitionen mit ,,,,
unterscheidbar am Zeichen, das eliminiert oder eingefiihrt wird.

» Hypothesen eines Theoreme werden markiert mit ,,, ;0.7 2 -

» Faktoren bewiesener Terme sind giiltig (ihr Produkt ist eine Konjunktion);
das gilt auch fiir den Skopus eines Quantors.

 Unterstrichene Faktoren werden der Reihe nach zitiert als ; ; (.

* vume 2€1gt das Weglassen eines Faktors an.
* . vame Z€1gt das Einfiigen eines Faktors an.
* _vume 2€1gt die Anwendung eines Faktors auf einen Term namens ,,,,, an.

» p zeigt automatische Beweisschritte in der Booleschen Algebra an, die hier
nicht ausgefiihrt werden.

3 Klassische Logik

Zur klassischen Logik gehort auch die Negation. Mit ihr und der Konjunktion sind
alle anderen klassischen Operatoren definierbar. Alle sind fiir Terme und Aussagen
verwendbar, oft werden aber spezielle Symbole und Verbalisierungen gewdhlt:

Definitionen fiir Terme und Klassen: fiir Aussagen:
WESEN := DING := | JA =1
0:=-l NEIN :=0

A GESCHNITTEN MIT B := AnB := A-B AAB = A-B

A VEREINT MIT B := AUB := =(-A-=B) A ODER B := AVB := =(-=A-=B)
A OHNE B := A\B := A--B

ALLE A SIND B := ACB:=(A=A-B) A IMPLIZIERT B:=(A=B)

A IST VERSCHIEDEN VON B := A#B := =(A=B)

ACB := (ACB)-(A£B)

Leibniz charakterisierte die Negation effektiv und elegant durch ein Implikations-
synonym, das die logischen Axiome erginzt:

Axiom:
(A=A-B) = (A--B=0) Negationsregel AT o

Aus den Axiomen A1-A7 folgen die Regeln klassischer Aussagenkalkiile [2] und
der booleschen Algebra. Wie Boole kann man somit klassische Theoreme tiber
Terme oder Aussagen automatisch beweisen 127. Dazu gehoren indirekte Beweise,
Beweise mit Kontraposition, ex falso quodlibet, reflexiv oder anderen bekannten
Regeln, die hier ohne ausdriickliches Zitat angewandt werden.
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4 Identititslogik mit Aussagen-Teillogik

Logiker bis hin zu Boole verwendeten Gleichungen und Implikationen nur als
Regeln, noch nicht als vollwertige Terme, die in alle Variablen einsetzbar sind.
Leibniz war der erste, der dies tat. Zwei seiner Regeln garantieren eine effektive
Identititslogik:

Axiome:
(A#£B) = (A=B)=0) Inkoinzidenz A8
(A=>B)-A=> B Ersetzregel A9 o

Theoreme:
(A=B) = (xAy=xBy) kongruent [128]
(A=B)-xAy = (A=B)-xBy Tausch [128]
(AVvB)-(B=>C(C) => AvC disjunktiv [129]
ACA reflexiv (1301
(ACB)-(BCA)=(A=0) antisymmetrisch [131]
(ACB)-(BC(O)=>(AC() transitiv [130]
(ACB)-(Bc(O)=(Ac() transitiv [131)
(AcB)-(BCO)=>(Ac() transitiv [131]
0CA AC| extrem [131]
ABQA, ACAUB Oberterm [130f]
(ACC)(BCC) = (AuB)cC Teilsumme [131]

Da Leibniz nichts tiber Logik veroffentlichte, blieben seine brillanten Ideen
fruchtlos, insbesondere seine intelligente Einbettung der Aussagenlogik in die
Termlogik durch die Aussagenregel p=(p=I). Sie macht Syntaxkonstruktionen fiir
hohere Logiken tiberfliissig. Die Logik enthilt automatisch eine zweiwertige von
Gleichungen erzeugte Aussagen-Teillogik iso.

Theoreme:
p = (p=I) fiir Aussagen p wahr 212]
-p = (p=0) fiir Aussagen p falsch [212]

Da die Termlogik die Konjunktion von Aussagen mit Termen erlaubt, lassen sich
bedingte Definitionen mit Fallunterscheidungen, die in iiblichen Kalkiilen nicht
durch eine einzige Gleichung definierbar sind, auch explizit formulieren:

Definition:
A FALLS X SONST B := A-XvB-=X

Theorem fiir Definienda 6, Terme a, b und Aussagen p:
0.=a FALLS p SONST b —F p=>(6=a), "p=>(0=b) bedingt definiert [132]



S Klassenlogik

Leibniz bildete Klassen durch Vereinigung von Individuen im Sinn einelementiger
Klassen. Peano definierte diese 1889/90 in seinem Klassenkalkiil. Seine Regel
zum Inhalt von Klassen und eine Regel von Leibniz geniigen als Axiome:

Definitionen:
GLEICH A := {A} := {x|x=A)
{A B} = {Alu{B}
{vy,....,v,} =={vy,...,0,_; }U{v,} fiir n>2 und Variablen v, ..., v,
AISTINB :=AISTEIN B := AIST B := A€B := {A}-B#0
{(xEA|f,} = A{x|f,}
DIE POTENZ VON A := A-KLASSE := PA = {X|X§A}

Axiome:
AeB = {A}CB individuell A10 53
Xes=fy-(Xel) 1A s={x|f,} Inhalt All 3
Theoreme:

Ael = {A}#£0 = Ae{A} existent [132]
A%O leer [132]
XeA=>AH£0 nichtleer [132)
AeB=Ael {x|f.} = {x|f.-(xeD} real [132]
(AeB)-(BCO)=>AeC Syllogismus [133]
XeA=>Xe(AuB) extensiv [133]
Xe(A-B)=(XeA)(XeB) Xe(AuB)=(XeA)N(XeB) distributiv [133]
Ae-B=(A€l)-(A&¢B) Xe(A\B)=(Xe€A)-(A¢B) Ausnahme [133]
A€l = (Ae{B}=(A=B)) gleich [134]
CeX > Ce{vy,....v, }=(C=v,)V..vV(C=0,) mehrdeutig [134]
v,eX = v,elvy,....,v,} fiir ganzzahlige n>i>1 aufgezdhlt [134]
XE{leX}Z(XED-fX XE{XEAle}Z(XEA)-fX erfiillt [140]
{x |X€A}=A Klasse [140]
Xea=Xebt a=b Xea=>Xebt aCh frei [140]
{x|a-p}=p-{x|a} {x|p}=p fiir x-freie Aussagen p ungebunden [140]
P0={0} Nullpotenz [143]
P{A}={0, {A}} Einheitspotenz 1143
P{A,B}={0,{A},{B},{A,B}} Paarpotenz

XCY=>PXCPY monoton [143]

Gebundene Variablen stehen stets fiir existente Terme mit x€l; nur sie konnen
Elemente sein, aber nie inexistente Terme mit x¢&l. Existenzbedingungen x&l sind



daher bei gebundenen Variablen vernachlissigbar. Bei freien Variablen ist jedoch
immer die Existenz oder Nichtexistenz zu beriicksichtigen. Da die Klassenlogik
keine Existenzaxiome hat, sind Beweise im Klassenkalkiil elementarer als in der
Mengenlehre. Daher werden hier auch triviale oder bekannte Theoreme bewiesen:

Beweis der Paarpotenz:
et XEPLABY oy (XED-(XS{ABY) 4 p X=X-{AJUX-(B};
Fall 1 X=0: X=0, ; vureerans X€L0{A}L{BY.TAB}Y;
Fall 2 A€X, Fall 3 BEX: (A€X)-(BEX) ;1 {AYCX)-({BYCX) pgerr
{A}U{ B}QX def +U2 antisymmetrisch{A’B}=X >Ul, aufgezdihlt XE{O’{A}’{ B}’{A’B} };
Fall =1 X#0: Fall =2 (analog Fall =3): A¢X def B {A}-X=0
w03 8 X=XABY sop sran -1 XELB}(X-{B}#0) p sor BEX indivictuen
{B}QX +U4 antisymmetrisch {B}:X >Ul, aufgezdhlt XE{O’{A}’{ B}’{A’B} };
umgekehrt, frei: XE{O,{A},{ B}’{A’B} } real (def) mehrdeutig
(@)((Xzo)v(xz { A})V(X={ B })V(X={A,B })) >extrem >Oberterm >reflexiv
(aisjunkriv) XE{LABHVIXCS{ATU{BHV(XE{A}U{ B})V(XC{A,B})
def B XELABY Lus erpisry XEP{A,B} m

Natiirlich konnen beliebige Klassen definiert werden, egal ob sie existieren oder
nicht. Auch Russells Klasse, das Paradebeispiel einer inexistenten Klasse, ist ein
wohldefinierter Begriff, niitzlich, um bedingte Begriffe zu definieren:

Definitionen:
A IST KEIN B := A¢B .= -(AeB)
DIE RUSSELL-KLASSE := T := {x|x&x}
A FALLS B := A FALLS B SONST

6 Definierte Pridikatenlogik

Peano fiihrte in seiner Klassenlogik explizit definierte Quantoren ein. Kein
spaterer Logiker griff seine Idee auf, obwohl sie genial ist und ohne zusitzliche
Axiome innerhalb der Aussagenlogik eine effiziente mehrsortige Pradikatenlogik
erzeugt mit relativierten Quantoren fiir beliebige Terme:

Definitionen:
f FURALLE x :=Vx:f, = ({x]|f.}=D
f. FURALLE x IN A := Vx€A:f, :=Vx:(xEA=F,)
fvy FURALLE X,y IN A :=Vx,y€A:f, , :=Vx:VyEAI(xEA=S, )
ES GIBT x MIT £, := 3Ax:f, := ({x|f,}#0)
ES GIBT x INAMIT f, 1= 3Ax€A:f, = Ax:((x€A)-f,)



Theoreme fiir Aussagen fy und Terme a:

Xe€a=>fy FVx:f,,Vx€a:f, generell [138]
(X€a) p=>fx F p=>Vxea:f, generell [138]
(XEA) VX f, = fx, (XEA)VXEA:f, = fx speziell [138]
(XEA)-fx=3Ax:f, -AXEA:f, quantifizieren [138]
Vx€A: f -VxEA:h, =VxeA:(f, h,) Vdistributiv [139]
ACB = Vx:(xeA=>xeB) = VxeA:(xeB) CSynonym [141]
dx:(xeA)=(A+£0) nichtleer [141]
Ax:(f,-p) = p-3x:f, fir x-freie Aussagen p ungebunden [143]

Mit Quantoren kann man viele andere Klassen definieren, etwa die Vereinigung
oder Klassen, deren Elemtente durch Terme mit gebundene Variablen beschrieben
werden, fiir die prizise Definitionen Existenzquantoren erfordern:

Definitionen:
(T \f.} = {yl3x:(f-(y=T)))}
T, Nfx,} = 1{z]3x:3y:(f, - (z=T, )}
DIE VEREINIGUNG ALLER A := | JA := {x|3y:((y€EA)-(xEY))}

Theoreme:

T €(T.|f. =Ty €l fx erfiillt .
U0=0 Uleer [144]
A€l > U{A}ZA UEinheit [144]
ACB = [ JAC| B | Jmonoton [144)
UJ(AUB) = [ JAUl JB Summe [144)
YeX = YCUX Schranke (144
YeX=>(AePY=>AeP(JX) Potenzschranke

Beweis der Potenzschranke:

hyp2-erfiillt +hyp1-| JSchranke (Ag Y)( Yg UX) transitiv Ag UX erfiillt (hyp2-real)
AEPUX [

7 Definierte Relationslogik mit Funktionen

1888 fiihrte Peano geordnete Paare fiir Relationen ein. 1914 definierte Hausdorff
Funktionen als eindeutige Relationen. Auch sie lassen sich explizit definieren
mit Peanos Kennzeichnungsoperator 1, der das Element einelementiger Klassen
kennzeichnet, und mit Kuratowskis Paar von 1921. Sie generieren die komplette
Funktionsterminologie auf direkte und allgemeine Weise fiir beliebige Klassen:



Definitionen:
(A, B) .= {{A, B}, {A}} FALLS (Ae€l)-(Be€l)
DAS A :=1A := [ JA FALLS Ix:(A={x})
DAS F VON X := F(X) = 1{y|(X,y)EF}
DIE FUNKTION F AUF A := F 1, := {(x, Y)|(xEA)-(y=F(x))}
DAS BILD VON A UNTER F := F[A] := {F(x)|x€A)
WERT VON F :=1ImF := F[l]
ARGUMENT VON F := DefF := {x|F(x)€l}
ABB := ABBILDUNG := {f|f=f1],}
ABBILDUNG VON A NACH B := A— B := {fe€ABB|(A=Deff)-(f[A]CB)}
F:A—B .= Fe(A—B)
IDENTITAT :=1Id := {(x, y)|x=y}
Gof = {(x,y)|ly=G(F(x))}

Theoreme (mit dem Axiom {x, y }€l, beweisbar in der Mengenlogik):

F(X)el=XeDefF Argument
XEAS(F(X)=F | 4(X)) wertgleich
Def(F I )=A-Deff Im(F 1 4)=F[A] Einschrdankung
ACDefF=(A=Def(F | ,)) Teilfunktion
(Ftpg=Flas doppelt eingeschriinkt
F1,=0 F[0]=0 Leerfunktion
FI{A}={F(A)} Einzelbild
FIAUB]=F[AJUF|[B] Bildunion
ACB=F[A]CF[B] monoton
6 == {(x. Y)ly=,} Graph
- AeDef6=(6(A)=¢,), Defo={x|¢p, €l}
Id[A]=A identisches Bild
(GoF)[A]=G[F[A]] Bild vom Bild
YelJF[X]=3zeX:(YEF(2))-(F(2)€l)) Wertelement
Beweise:
Teilfunktion:

ACDefF ,,, A=A-Deff A=Def(F|,) =

Leerfunktion (erste Formel bewiesen 1n (147)):
FIOT 4o {¥13y«((y=F D) (€M} tecr-putsen {¥13y:((y=F D)0} srgepunden
0-{ylFy:(y=F(x)} 0 =

Wertelement:
YEUFIX] opis 20 F2:(32:((3€D(a=F (2))-(2€X))-(Y €Q)) ngebunden
da:3z:((Y€a)-(a€l)-(a=F(2))(z€X)) ruusen, ungebunden

Einschrankung

[145]
[146]

[146]

[146]
[147]
[147]
[147]
[147]

[148]

[149]

[149]



32:((Y €F(2))-(F(2)EN-(ZEX)) 4y ) FZEX((YEF(2))-(F(2)ED) et
e 32 (Y EF(2))-(F(2)EFIXD) yuantifizieren 32:3a:((Y €a)-(a€F[X]))
(Yeh-3a:(Yea)(aeFIXD) yuu YEUFIX]n

+real ungebunden

8 Definierte Mengenlogiken

Leibniz nutzte eine verbale binidre Mengenlogik in der Monadologie 1714
[1]. Peano gab 1897 in seiner Logique mathématique [7] erstmals formalisierte
Mengenaxiome an: (A€K)-(BeK)=>A-BekK, AeK=>-Aek, {A}ek; sie erzeugen
einen komplementidren Mengenverband K. Russell und Zermelo dachten, auch
die Russell-Klasse existiere in [K, und nannten daher seine Logik inkonsistent (7.
Modelle zeigen jedoch: Peanos komplementire Mengenlogik ist konsistent ssr.
Sein Universum K ist explizit definierbar, so dass seine Axiome beweisbar sind is4.
Auch das binidre Leibniz-Universum L und ein kleineres extensionales Universum
E sind explizit definierbar, und zwar in der leicht verstdndlich definierten Verbalen
Logik [5], die die Termsprache auf ein aktuelles Niveau hebt. Aus verbalen
Logiktexten ergeben sich dann per Definition kurze Formeln.

Definitionen:
SINGULAR := x MIT {x} IST EXISTENT
SCHNEIDBAR = x MIT x-y IST EXISTENT FUR ALLE y
NEGIERBAR := x MIT NICHT-x IST EXISTENT
IDEE := x MIT (x IST EINE MENGE = x IST EINE MENGENKLASSE)
K := SCHNEIDBARE NEGIERBARE SINGULARE IDEE

EXTENSIONAL := x MIT {x} IST EXISTENT UND xUy IST EXISTENT FUR ALLE y
WAHR = GLEICH JA

FALSCH = GLEICH NEIN

BINAR := x MIT x=x IST WAHR UND x#x IST FALSCH

[L := BINARE EXTENSIONALE IDEE

FALSIFIZIERBAR = x MIT x-—x IST FALSCH
[E := FALSIFIZIERBARE EXTENSIONALE IDEE

Theoreme:
BINAR = (I€{1})-(0€{0}) = (l€l)-(0&l) Bindrsynonym
FALSIFIZIERBAR = 0€{0} = O€l Falsifizierbarkeit
K F Oel, lel reale Bits [153]
K F Ael=>Vy:(Auyel), {Alel extensional [154]

KFLFE wdhlbares Universum
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Beweise:

Bindirsynonym:
BINAR g {X|(x=)E{IN-(xFEEIOD setrivomatmasar (XIIE(IN-OE(0))
ungebunden (IE{ | })(OE { O}) existent (IEI)(OED u

Falsifizierbarkeit:

FALSIFIZIERBAR 4, {x|(x-=X)E{0}} p uncepunden 0E{0} 0El n

existent
wdhlbares Universum:
IN extensionall generell VXElivyZ(XU_)/El) +extensional2 VXE'Z(({X}El)'vyZ(XU)/El))
def, B EXTENSIONAL:I; IN def -Faktoren IDEE B |-IDEE U +reale Bits
(OE')('EI)EXTENS|ONALE IDEE def, Bindrsynonym L def -Faktor Falsifizierbarkeit Ew

Eine explizite Mengendefinition sondert im Universum die Klasse M aller Mengen
aus und liefert eine ableitbare Cantor-Mengenlehre, in der Komplemente von
Mengen keine Mengen sind und Urelemente im Sinn seiner *Objekte unserer
Anschauung’ moglich sind ps::

Definitionen:
URELEMENT :=U := {x|-3dyex:(y#x)}
FUNDIERT :=F := {x|VyePx\U:((Myey)-(y-my=0))}
POTENZIERBAR := x MIT DIE POTENZ VON x IST EXISTENT
SUMMIERBAR := x MIT DIE VEREINIGUNG ALLER x IST EXISTENT
M := MENGE := POTENZIERBARES SUMMIERBARES FUNDIERTES DING

Theoreme:
URELEMENT={x|(x=0)-(x={x})} Urelemente [180]
ALLE URELEMENTE SIND MENGEN, UCM primitive Mengen [180]

In K, L und E ergibt sich die Mengenlehre aus Cantors Axiom, dass Mengenbilder
existieren 0. Diese werden wie Mengen nach analogen Regeln (*) gehandhabit:

Axiom:
AeM=F[A]€l Mengenbild A12 (9]
Definition:
BILD := B := {f[x]|xeM}
Theoreme:
{A, BleB, {AleB, 0B, {A}€l, 0l * elementar [178]
AeB=>G[A]leB * Bildbelegung [177]
(ACCO)-(CeB)=>AeB * Teilbild [178]
(AeB)-(ACB)=>| JAcB * Bildvereinigung — sos)

AcB=>PAcB * Bildpotenz [178]
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AeM=>AeB, MCB Bildart [175ff]
AeM=>ACM Mengen von Mengen  is4
AeM=>-AEM, €M Nichtmengen [1641]
AeM=F|,€ABB Teilabbildung [164]
AeEB=>PA#F[A] kein Bild [*164]

Beweis von elementar:

ws: {A, ALEB 405 {A}EDB (0C{AD-({A}EB) 1ipis 0EB ., =

bewiesen +extrem

Folgen bildet man durch Abzédhlen mit Ordinalzahlen. Cantor dehnte diese erstmals
ins Transfinite aus. Zermelo gab 1915 die erste prizise Definition der Ordinalzahlen
mit einem Zihloperator A’ und der Riickwiirtszihlung | JA; seine elegante implizite
Definition ist in eine kurze explizite Ordinalzahldefinition umwandelbar s::

Definitionen:
DIE ZAHL NACH A := A" := AU{A}
1:=0 2:=1" 3:=2
ORDINALZAHL := O := {zeM|Vxez:(xX'€Z')-VyePz:(| JyeZ)}
FOLGE := {f|3z€0:(f:z—1)}

Theoreme:
(Xe0)(YeO) = (XCY)=(XeY) geordnet [166]
Ze0 > ZCO Zahlenmenge [166]
(ZeX)(Xe0)=>(Ze0)-(L£X)-(LCX)(L=2Z-X) Subzahl
(A€0)-(BeO) = (ACB)V(BCA) linear [166]
Oé&l, OgM Totalitdt [167]
XeY = (XEA’Z(XEA)V(XZA)) vorher [167]
AeX = AcA mitgezdhlt [167]
Ae0 = A'e0 zdhlen [168]
0€0, 1€0, 2€0, 3€0 Zahl [169]
(Xe0)-(X#0)-(X#£1)=>1eX Zahl iiber 1
Ae0 = (| JA€O)-(|J(A)=A) riickwiirts (1681
Ae0 = (A={JAVA=(JA)) Grenzverhalten [168]
(ZeX)-(Xe0)-(X=JX)=Z'eX Ziihlgrenze
(Ze0)-(Z#\ D)= Ze”Z Vorgiinger
Ae0 = A'# | JA) Nachfolger
(aCO)-(0€a)-(aCPa) Induktion [169]

(0eK)-Vxea-K:(x'eK)-Vxea:((x=|Jx)-(x-aCK)=>xeK) = aCK
fo» XEO=(f=fx) (X=UX)-VzeX:f,=fy) transfinite Induktion
FVxe0:f,, Xe0=fy
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Vxe0:(xCK=>xeK)=>0CK transfinite Klasse e
F EFOLGE = DefFeO Zahlargumente (711
(FEFOLGE)-(YeED)-(G=FU{(DefF, Y)}) = Fortsetzung (1721
(G:DefF'—1)-(GEFOLGE)-VxeDefF:(F(x)=G(x))-(Y=G(DefF))
Beweise:
Subzahl: hyp2-Zahlenmenge Xg@ +hypl Syllogismus ZG@ geordnet (hypl+2) ZCX def

(Z#X)(ZCX) gy Z=Z-X n
Zahliiber I: 00 dof yp1) XCHVACX)(XELD) 4003 ceordnes XEDV(IEX)

def (XE{O})V(1€X) gleich (hypl-real) (X=O)V(1€X) hyp2-falsch OV(1€X) B IGX u
Zc’ihlgrenze indirekt* ZI%X geordnet (hypl+2 Subzahl zdhlen)

Z,¢X falsch>linear XQZ, (Jmonoton UXQ U Z, hyp3, riickwdrts (Subzahl) +Subzahl
(XCZ(ZEX)Z#X) (X=2)(Z#X) 0 n

Vorgdnger:
subzanl (hyp1) £ €O Grenzvernatten (£ =J2vZz=(U2)" wyp3B £ =(U2Y
hpyl riickwiirts UZzeo mitgezéihlt UzelU2) , JZezn
Nachfolger:
AEQ irgerinit, ziihien (A€A")-(A'€0) gupeam AFA viciowirts (hyp) A JA)
(1) OCPO 0 XED 1oy 4 zantenmenge (XEN-(XCO) oy gy XEPO m
transfinite Induktion mit K :={x|f, }:

(generell): Prc'i;7,1isse2>hyp (infX')((X:UX)VZEszifX) def satified
(XEK$X EK)'((X:UX)'VZEX:ZEK:XEK) +hyp-distributiv, +Subzahl-distributiv
(Xe0-K=X'eK)-(X={UX)VzeX-0:zeK=>XEK) cgyomm
(X=UX)(X®QK)$X€K generell (hyp) +Primissel +U-generell
(0eK)-Vxe0-K:(x'€K)-Yxe0:((x=x)-(x-OCK)=>xeK)

Induktion (reflexiv, Zahl, (1)) (]:DQK hyp Syllogismus XeK def erfiillt fX .

antisymmetrisch

9 Explizite rekursive Definitionen

Rekursive Definitionen pflegt man implizit mit Rekursionsaxiomen zu formulieren.
Sie sind auch explizit formulierbar als Vereinigung von Folgen mit gleicher Rekur-
sionsregel. Ensteht dabei eine Folge, so ist die Rekursion nicht transfinit, sondern
endet bei einer Ordinalzahl. Im transfiniten Fall ist diese Vereinigung auf allen
Ordinalzahlen definiert und keine Menge. Zum Beweis der Transfinitét ist nur zu
zeigen, dass der Rekursionswert fiir beliebige Ordinalzahlen existiert:
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Theoreme fiir Terme @, yg, I, 6:
ve = VzeDefF:(F (Z):(pFrZ) Rekursionsregel
I' := {fEFOLGE|y,} rekursive Funktionen
o = U{fEFOLGE|VzEDeff:(f(z):qofrz)} rekursive Definition
- XeDeféo = 6(X)=g¢; . Rekursion [173]
Defé6={xeO|3f el":(xeDeff)} rekursive Argumente 73
(X€0)-(XCDefé)=>¢; . el Realwerte (Prdmisse)
FXeO = (6(X)=p; ™ transfinite Rekursion
Def6=0 Transfinitdt
Deféé&l, Defé&M Totalitdt
XeO0 = (X=Defo | y)-(6(X)el) Teilrekursion

Beweise mit G:=6 | , U{(X, @sp, b

(1) (XE(D)'YF:}J/F[X y-generell: ZEDef(F rX) Einschrinkung ZeX-DefF
distributiv +hyp2-def (LEX) (L €Deff)-VzeDefF:(F(z ):(PFrZ) Subzahl(hypl) speziell
(Z=Z'X)°(F(Z)=§0Frz) Tausch B F(Z)z(pFrX,Z wertgleich(U), doppelt eingeschrinkt
FIx(2)=0F),;, =
(2)(X€0)-(XCDef6) = (61 xEFOLGE) Y5, nypi erfiitic X EM Teitapbitaung, Teitfunition
(hyp2) +extrem (01 xEABB)-(X=Def(5 ] x))-(6[X]CI) def erfiills O [x: X =l def-erfiillt (hypl)
6 rXEFOLGE; Rekursion XEDef5=>(5(X)=¢6rX) generell, def Vs hypl (1) Vs 5% =
(3) (XE@)-(G(X)=¢5rX)-VZEX:(G(z)z(pérZ) = VzEX':(G(z)z(parZ):
generell: ZeX ’ vorher (Z exX )V(Z =X ) hyp3-speziell disjunktiv, >hyp2 disjunktiv
(G(Z)=(P5rZ)V(G(Z)=§05rZ) B G(Z)z(ﬂ(srz N
(4) XeO0=>(XCDef6=>X€Defo): 5 reawerte (nypi1+2) (0 rXEFOLGE)'}’ng‘((Dnge')

Teilfunktion(hyp2) X=Defé rX >U2-def, >Fortsetzung (Ul, U3, def) VZEX:(5 rX(Z)=(»05 rZ)
(G:X'—>1)-(GEFOLGE) V2EX (81 x(2)=G(2)) (@35, =G(X)) yoferpit

/ . —
Defix >mitgezdhlt (hypl) M U4+6 Vdistributiv, Tausch VZEX'(G(Z)_¢5 fz)

7,3 VZEX UG(@D=051) s der Y6 +us enfittr OET 119 quansifzieren IF ET:(XEDeST)
sy erfily XE{XEQ|If €l (xEDef()} X€Defé =

Transfinitdt, Totalitdit:
(1) VXEO:(xCDef6=>x€Def6) ;. hnire kiasse OSDeFS
Defo=0-{x|3fel":(xeDeff)} . pperrerm DefOCO
>Totalitiit fiir O Defo¢l, Def6&M =

transfinite Rekursion, Teilrekursion:
hyp +Zahlenmenge (X G(D)(X Q(D) Transfinitdt (X S Defé)(X c Def&) Rekursion, Teilfunktion
Realwerte (hyp) (5(X)=(,05 rx)(XzDef(s rX)(g05 fxel) Tausch 5(X)€| n

rekursive Argument

rekursive Argumente def

O=Defé

antisymmetrisch (U)
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Haufig sind transfinite Rekursionen mit Regeln fiir Nachfolger- und Grenzzahlen:

Theoreme fiir Terme Ag, o und die rekursive Definition von 6 mit folgendem @ :
@g =0 FALLS DefF#( JDefF SONST A

Realwerte = XeO => 5(X')=05TX, Folgewert
(Xe0)-(X=JX) = 6(X)=4; i Grenzwert
Beweise:
Folgewert:

AN /__
transfinite Rekursion + Teilrekursion (Realwerte, hyp-zdhlen) (5(X )—(P5 P! ) (X =Def6 rX’ )

/
>Nachfolger(hyp) Defé rX’;'EL.J Defé rX’ U, bedingt definiert 5(X ):05 Py =
Grenzwert:

(X)=;, )-(X=Defé I )

transfinite Rekursion +Teilrekursion (Realwerte, hypl) (5

Defé rX=LJ Defé rX U bedingt definiert 5(X)=/16 % =

>hyp2

10 Hierarchien

Nun wird Neumanns Hierarchie, die Mengen durch Potenzen der leeren Menge
konstruiert, verallgemeinert mit einer Potenzvariante, bei der eine Tauschfunktion
die leere Menge mit einer gewéhlten Startklasse vertauscht:

Definitionen:
Sy = {x, ) |y=(x-(x#A)VVA-(x=0))} Tauschfunktion
PX 1= S,PX] Potenzvariante
Theoreme:
A€l=((XED (X#A)(XF#0)= (S, (X)=X)) fix
AEI=(S5,4(0)=A)-(S4,(A)=0) vertauscht
A&l=>S,(0)él Tauschliicke
A€l=>(Xel)-(YeD=>((SA(X)=Y)=2(X=S,4(Y))) Riicktausch
AEI=> (5,05 4=I1d) selbstinvers
Ael=((0eB)-(A¢B)=(S,[BlI={A}JUB\{0}))) Variante
AeB=(0eB=>(S,[B]=bB)) Original
Xel = Xe{AJuB\{0}=(X=A)V(XeB)-(X#0) Tauschfdlle

Beweise mit ¢, :=X-(X#A)VA-(X=0), FALLE :=(X=A)V(X=0)V(X#A)-(X#0):
(0) FALLE: ,m

(1) a=0: 4 gy A(AEAWVA(A=0) . pexiveran: Tausen A7IV0-(A=0) 5 O m

(2) po=A: Py 4 0-(0£AWVA-(0=0) _,0rsy 5 Am
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(3) (X#A)(X#O)i(d)X:X) ¢X def X(X#A)VA(X=O) hyp1-wahr, hyp2-falsch
X-IVAQ 5 X m

(4) A€l=>(X€El=XEDRS )1 (1)) 3)disjunteiv > FirLe (@x=0)V(dx=AV(dx=X)
disjunktiv>elementar >hypl >hyp2, B d)Xe' erfiillt-Graph2 (hyp2) Xe DefSA =

vertauscht:
(4) (hyp, elementar) (A€DetS ,)-(0€DefS ) Graphl (Sa(A)=04)-(Ss(0)=¢,)
>(1)(2) (hyp) (SA(O)ZA)‘(SA(A)=0) u

fix:
@) (hop 1-4) XEDEES A Gt SaAX)=dx (3) ryp3sg) Sa(X)=Xm

Tauschliicke:
indirekt: S AVE! 4rermens OEDELS 4 Grimmo-erfiiie PoE! (2) A€ iy putsen O ®
(5) (AED-(XEDN=(S4(SA(X)=X):
Fall 1 §5(S4(0)=0: Sa(Sa0)) verauscht (myp1) 0;
Fall 2 S5(SA(A)=A: SA(SAA)) verrausene (nyp1) SAO) verrausche (nyp1) A
Fall 3 (X#A)-(XF0)=>(SA(SA(X)=X): SASA(X)=X 41 mpr+2) Sa(X)
fix (hyp1+2) X5 disjunkeiv: Falt 1-3>FALLE, B S A(SA(X))=X =
Riicktausch:
SA=Y tongruent SASA(XN=S4(Y) (5 X=5,4(Y) m
selbstinvers:
Sp08, def {CGWy=Sa(Sa(x))} (5) hyp{(x’ Vly=x} def 1 ®
Tauschfiille:
Xe{AYUB\{0} sispripuiiv XELADVIXEB\{0}) pvsnanme
(XE{ADV(XEB)(XE{0}) grvich (nyp) X=AIV(XEB)(X#0) m
(6) (Xel)-(S4,(X)eB)=XeS,[B]:
(XED-(SA(XIEB) yuaniiizieren IX:((Sa(X)=X)-(XEB)) pitcsauscn
Ax:(X=S4(3))(XEB)) st erfitie (nyp1) XES LB wumgerenre: exfitie
(XED-Ix:(X=SA0))-(XEB)) ructsansen I (SACK)I=X)-(XEB)) pses
AX:(SA(XVEB) Lugepunden +v (XED(SA(X)EB) =
Variante:
SA(X)eB=(X=A)V(XeB)-(X#£0) fiir drei Fille'
Fall I X=A: SA(AEB ¢y quscnr (hypl) 0eB hyp2-wahr | 5 IV(AEB)-(A#0) reflexiv-wahr
(A=A)V(AEB)-(A#0);
Fall 2 X=0: SA\(0)EB ., 1quschi (hyp1) +iyp3 (AEB)-(AEB) 5 0 5 0:(0=A) ;.12 tutsen
(0€B)-(0=A) 7,51 (AEB)-(0=A) 4,,; 0=A g (A=0)VI-0
(0=A)v(0€B)-(0#£0);

vertauscht (hypl)

hyp2-wahr, reflexiv-falsch
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Fall 3 (X#A)-(X#0): SA(X)EB 4 runz) XEB s 3 (XEB)-(X#0)
OV(XEB)(X#0) ruy 3/1-utsen (X=AV(XEB)-(XF0);
U (6) Tauschfitte X ESAlBI=XE{AYUB\{0} ,,,; SA[BI={A}UB\{0} =
Original:
freiv XESALBI (6)SaA(XVEB igiunkaiv: nypi1 nyp2 TausenitiesrirLe, 8 X EB;

umgekehrt: XeB disjunktiv: vertauscht/fix>FALLE (X:SA(O))V(X:SA (A))V(X:SA (X))

quantifizieren (elementar, hyp1, U) disjunktiv B 3X:(()<=SA (X)) ’ (XE B)) erfiillt (hypl-real hyp2, U)

Wird die Tauschfunktion auf eine Potenz angewandt, entsteht eine Potenzvariante
mit dhnlichen Eigenschaften; in Sonderfillen ist es auch die iibliche Potenz:

Theoreme:
P X=PX iibliche Potenz
XCY=2P,XCP,Y monoton
AEI=(XEB= (P X#EF[ XD (P, X#X)) kein Bild
XeB=>P,XeB Bildpotenz
(Ael)-(AgPX) = P,X={A}UPX\{0} Potenzvariante
AEPX = P, X=PX Normalpotenz
(AN VyeX:(yCP )= UXCP,UX akkumulieren

Beweise:

iibliche Potenz:
M: S0 der {1 Yy=(x-2(x=0)VO-(x=0))} 7501
{PNy=(x-2(x=0)vx-(x=0))} 5 {(x, y)ly=x} 4 Id;
Py X def SolPX] ¢y WP X] igensisches pita PX ®

monoton:
XCY

Potenzvariante:

extrem OgX erfiillt (elementar) 0ePX

def PaX={A}UPX\{0} u

Normalpotenz:

PXCPY onoton (fiir Bild) SAPXICSA[PY] def PpXCPpY m

monoton fiir P

SAPX]={A}UPX\{0}

Variante (hyp)

extrem, erfiillt (elementar)

kein Bild:
indireke: PaX=F[X] kongruent, def SALSAIPXNN=SALFIX] gita vom Bita
S0 [PX]=85,0F[X] I[P X]=S 40 FIX] igensisches gitga PX=S a0 F[X]
kein Bild (fiir P)-falsch (hyp1+2) 05 speziett Fall PAXFNX] ienisches pita PaXFX m
Bildpotenz: XEB yron jrp PXEB SAPXIEB ,,; P,XEB

selbstinvers

Bildbelegung
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akkumulieren
freit £ eJX erfity 3y (L EY )'(ﬂ )) nyp-spezietr I (ZEY)(YEPAY)) syitogismus
dy:(ZEP,y);
Fall 1 Z=A: Fall2 AeP\JX: py; Z€PUX
Fall =2 AEPUX: rat 15 nyp-existens ZELA}

Potenzvariante (hypl, Fall =2) Z€7)A UX’
Fall 1-falsch (Z=A)=0 mit Fall 2: Fall 3 AEPy: Normalpotenz PAY=PY su3

Hy(zepy) Potenzschranke(U2) 3}/(ZE7JLJ)<) ungebunden, Normalpotenz (Fall 2) ZEPA UX’
Fall =3 Aﬁpy Potenzvariante (hypl) >U3 El_y(ZE { A}Upy\{o }) distributiv, Ausnahme
Hy((ZE { A })V(ZEP_)/)(Z¢ { 0 } )) gleich (Ul-real, elementar)
Hy((Z=A)V(Z€Py)(Z#O)) Fall 1-falsch, B Ely((ZEPy)(Z;ﬁO)) Potenzschranke (U2)
Ely(ZEPUX) ZEPUX Normalpotenz (Fall 2) ZEPAUX;

Normalpotenz (Fall 2) ZEPA UX’
Ze{AJUP| X\ {0}

extensiv

ungebunden

Fall —2: Potenzschranke (Kontraposition)>U?2 Agpy Potenzvariante (hypl) >U3 Hy(ZE { A } Upy\ { 0 })

distributiv, gleich (Ul-real) 3y((Z:A)V(Z€7Jy\ { 0 })) Fall 1-falsch, B, Ausnahme
Hy((zepy)(2¢ { 0 } )) Potenzschranke (U2) 3.)/((ZE7JLJ)<)(Z¢ { 0 } )) ungebunden, Ausnahme
ZEPUX\{O } extensiv ZE{A}UPUX\{O} Potenzvariante (hypl,Fall =2) ZEPA UX "

Neumann dehnte die Potenzen der leeren Menge ins Transfinite aus durch implizit
rekursiv definierte Range, die bei Grenzzahlen vorige Range vereinigen. Dasselbe
erreichen explizit definierte Klassenringe mit der Potenzvariante:

Definition:
V, 1= |J{fEFOLGE|VzEDeff:(f(2)=P,f (| Jz) FALLS z#(Jz SONST |Jf[z])}

Theoreme:

V,4(0)=0 Startrang

XEO = V,(X)=P,VA(X) Folgerang

(Xe0)-(X=(JX) = V,,(X)={JV4[X] Grenzrang

A€l = V,(1)={A} Rang 1

XeO = V,(X)eB Realrang

(AED)-(AEVA(X))-(YEP V(X)) = Teilrangvariante
(Y=AWN(Y V(X)) (X#0)

(AEVA(X))(YEP V(X)) = YTV ,(X) Teilrang

Xe0 = Ye|V,[X]=TFzeX((YEV(2)) Vorrang

Beweise mit o :=P,F(| JDefF), Ag:=JImF, pg := DefF#( DefF :

(A) AFrZ:UF[Z]’ _‘PFrZ:>((PFrZ:UF[Z])3
def /1Frz=U|m(F rZ) >FEinschrinkung /IFrZ=UF[Z] bedingt definiert (hyp) (pFrZ=UF[Z] =
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(6) (ZED)-(Z=DefF | ;)-pr, (0, =PaF(UZ2)-(0r,,=PAF(U2)):
Vorgénger (hypl, hyp3/2) UZeZ; oF, , bedingt definiert (hyp3) CF |, def
PAFT2(UDef(F12)) hyp2 PAF12(UD) wertgleich (hypl, U) PAF(U2)w

(1) (FEFOLGE)-(ZeDefF):»((pFrZ=PAF(UZ) FALLS Z#( JZ SONST | JF[Z)):
Zahiargumente (hyp1) PETFEO supani Teitfunksion (nyp2) (£ EO)-(L=Def(F 1 2));

@PFt, def OF 1, PF,VAEL, TP, (A)(o) disjunkiiv (U) PAF(UZ)‘I?FZVUF[Z]"'IJFZ
def mp2 PaF(UZ) FALLS Z#(JZ SONST [ JF[Z] =

(6) 6=V: 6 4p | J{fEFOLGE|VZEDEff:(f(2)=0;, )} (1) Vam
((p) XE@#fX mit fX :=(XgDef5$¢5rX€B) transfinite Induktion*

Startfall fO: Teilfunktion ( fo-hyp) 0=Defé r0 >|Jleer, def of p _Ip(SO (A) ¢5[0=U6[0]
Leerfunktion <05[0:U0 Uleer ¢5 r0:0 >elementar COSIOG[EB =
Zéhlfall X€EO=(fy=> fr):

!/ /
fx -hyp X gDefé Teilfunktion X'=Defo rX’ >Nachfolger (hyp) p5X (o) (hyp-zdhlen, U2)

Ps Py =pA5(U(X/)) riickwdrts (hyp) @s My =pA6(X); mitgezdhlt (hyp) +Subzahl (hyp-zdhlen)
(XEX/)(XQX’) Syllogismus (Ul ), transitiv (Ul) (XE Defé)(Xg Def&) Rekursion, hyp2( fx)
(6(X):5 rX)(5 rXE[EB) Tausch 5(X)€|B Bildpotenz fiir Py 7)Aé()<)E[EB U3 (p5[X/€B .
Grenzfall XeO=>((X={JX)VzeX:f,= fx):
Fhyp? XCDefé def Teilfunktion X=Defé |y nyp2 Py (1) Ps rX:U5 [X;
hypl erfiillt XeM Bildart XeB Bildbelegung 5[X]E[EB’
5[X]QB frei: YEé[X] def erfiillt HZ:(( Y:6(Z))(ﬂ)) Syllogismus (U4), Subzahl(hypl)
z:((z€Defd)-(2CX)) rekursion transitiv (U4) Elz:((é(z)=g05rz)-(ngefé))
(hyp3-speziell (U9) HZ:((pérzEB) Ul10, U8, ungebunden YEB;
Bildvereinigung (U6+7) UsIXIeB ys5 @5  EB=

Realrang und Realwerte:
U transfinite Rekursion 5(X)EB (6) VA(X)EB u

Startrang:

Zahl 0€0 Transfinitdt (Realwerte) OEDef5 Grenzwert (| Jleer) 5(0):/15 o (6)(A)
VA(O):U5[O] Leerfunktion VA(O)ZO =

Folgerang:

r_ .
hyp-zdhlen, Teilrekursion X _Def(5 rX') >Nachfolger (hyp) & ’

/ /
VA(X ) (6) 5(X ) Folgewert (Realwerte, hyp) O-érX/ (o) (hyp-zdhlen, Ul, U2)
!/
7)/45(L.J()< )) riickwdrts (hyp), (6) 7)AI/A()<) .
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Grenzrang:
VA(X) (8) 6(X) Grenzwert (Realwerte, hyp) As x (A) U5 [X] (8) UVA [X]m
Rang I:
Va(l) 4ef Va(0) Foigerang P AV AO) siarirang P a0 aer SalPO] nusiporenz Sall0}]
Einzelbild {SAO)} vermausens (hyp) {A} =
Teilrangvariante:
YEPAVAX) variante nyp1) Y EVAYNPVA(XONLO} rusenpatie
(Y=AN(Y EPV,(X))-(Y£0) 4 (Y=AN(Y SVA(X))-(Y£0) m
Teilrang:
YEPAVAX) originat Y EPVAX) erpistis Y EVa(X) m
Vorrang:

YEU VA [X] Wertelement Hﬂ(( YEVA(Z))(VA(Z)EI)) -real rank (hyp U Subzahl)
AzeX:(YEV,(2))m

Bei inexistenten Startklassen wie der Russell-Klasse, der Klasse aller Ordinalzahlen
oder der Klasse aller Mengen ergeben sich leere Ringe und leere Hierarchien.
Nur bei einer existenten Startklasse entstehen durch Vereinigung aller Rédnge
effektive kumulative Hierarchien, deren Riinge eine aufsteigende Inklusionskette
abbildbarer Klassen bilden:
Definition:
DIE HIERARCHIE UBER A :=V, := [JV,[0]

Theoreme:
Agl=(V,=0), \/TZO, V=0, Vy=0 leere Hierarchie
V,CBU{A}, AeB=>V,CB abbildbar
A€l = VxeO:Vzex:(V,(2)CV (X)) kumulative Hierarchie
Beweise:

(0): AEI=>VXeO:(V,(x)=0) mit f :=(V,(X)=0) ransfinite Induktion"
Startfall fo: siarirang Va(0)=0n
Zihlfall X€O=(fx=fx): ValX") rorgerang PAVAX) iyp2-der Pa0 der
Sa[P0] Nullpotenz SAl{0}] Einzelbild {54(0)} Tauschliicke, nicht existent Om
Grenzfall XeO=>((X={JX)-VzeX:f,= fx):
Fall X=0: Startfall fo; Fall @3 Va(X) Grenzrang (hypl+2) UValX]
Leerfunktion (hyp3, Fall) U{O} \Einheit (elementar) Om

leere Hierarchie:

Vy aer ULy 13x:((y=V400)- (xEON} (9)1,) ULy [3x:((y=0)-(x€D))}




20

ungebunden Uy I(y=0)-3x:(x€D)} icnsieer ULV I(y=0)-(OF0)} 2t nichiteer
Ulyly=0} def U{o} Einheit (clementar) O ™
(1) XEO = (YEV,(X)-(Y£A)=YeB:
Fr i =(YEV,(X)-(Y£A)= YEB:
Startfall fo: ¢ ppr Y EVAO) sirirang Y EO teerfuisen O Blex fatso quodiivery Y EB
Zihlfall X€O=(fx=Fx): 1y p YEVAX) Roigerang Y EPAVAX) patt acv,x0
teitrang ¥ SVAX)s U1 Fait Agv ) Teitrangvariante (Y =AIVY EV4(X))-(X#£0)
Fo-typ2faisch B Y SVAX)S peide Fatte +Reatrang, Teivia Y EB
Grenzfall X€O=((X={UX)-Vz€X: 1,2 fx): tmpr YEVAX) Grenzrang
YeJValX] Vorrang 3Z:((YEVA(2)(Z2EX)) 1yp3-spesicnt 1, sphypz+v2 Y EB ®
abbildbar:
freiw Fall 1 X=A: XEVy Lt evisiens XELXY mar 1 XELAY Lyionsi XEXEBU{AY;
Fall 2 X#A: XE€V4 tof vorrang 32:(XEV4(2))-(2€0)) (1) 51, panr 2 I2:(XEB)
ungebundenX EB exgensiv XEBU{A} m
AEB . umviauen der {AY={AYB tongruens BU{A}=BU{A}-B ; BU{A}=B
sabbitdbarl YAEB =
(2) (AED)-(XEOQ)= V1 (X)CP LV A(X) mit [ :=V(X)CP 4V A(X) transfinite Induktion"
Startfall fo: . prem OSSP AV A(0) Startrang VA(0)CPAV,(0) m
Zihlfall X€O=(fx= fx1): VAX)EPAVAX) uonoton
PaVAX)CEP APV A(X) Folgerang VA(X’)QPAVA(X/) .
Grenzfall X€EO=((X=UX)-VzEX:f,= fx): 1,3 VZEXVA(Z)CP4V(2)
akkumulieren (hyp) UVA [X ]QPAUVA [X] Grenzrang VA(X)CEP4VA(X) =
(3) (ZeX)-(XED)=VA(D)CTUVALX]:
freit YEVAL) yuansifizieren (hyp1) IZEXY EVAD) vorrang (hyp2) Y EUValX] m
kumulative Hierarchie: mit f :=Nz€X:(V,(2)CVA(X)) jransfinite nduktion:
Startfall fo goit Z€0 4 icnieer (£€0)-(ZEO0) o utso quodiivery Va(£)TVA(0)
Zahlfall X€EO=(fx=fx1)" (2) (hyp) +kein Bild (Realrang)
(VAOCSPAVA(X))-VAXDEPAVAXD) wes rotgerang (rpty VATV A(X);
Ixt generens £€X " vorher ypt) LEXWNL=X) . peziell (=hyp2) disjunkeiv
(VA(D)TY A(XDV(ZL=X) sigjunkaive: U-transitiv, v, B Va(Z)TV A(X oL
Grenzfall detailliert XeO=((X=JX)-VyeX:Vzey:(V,(2)TV,(¥))=fx):
I x generett” £EX mirgezcanit (Subzant), zanigrenze (hypi+2) (L €L )(Z'eX) hyp3-speziell(hyp2) +(3)

(VA(Z)CVA(Z/))(VA(Z/)QUVA[X]) transitiv VA(Z)CUVA[X] Grenzrang (hypl+2)
VA(Z)CTV (X)) m

transfinite Induktion mit
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Neumanns Mengenhierarchie ist der Fall V; mit der iiblichen Potenz Py X=PX.
Das halt ein Korollar in vereinfachter Schreibweise fest:

Definitionen:
V=V,
NEUMANNS HIERARCHIE := \/O

Theoreme:
V(0)=0 Startrang
Xe0 = V(XH=PV(X) Folgerang
(Xe0)-(X=JX) = V(X)=UVIX] Grenzrang
V(1)={0} Mengenrang 1
V(2)={0,{0}} Mengenrang 2
V' (3)={0, {0}, {{0}},{0,{0} }} Mengenrang 3
VoM Mengenhierarchie

Das Hierarchieschema gilt natiirlich auch fiir Urelemente. Fiir sie ergibt sich iiber
eine einfache transfinite Induktion die iibliche Potenz und eine grofere Hierarchie,
die V, als echten Teil umfasst:

Theoreme:
(A={A})-(X€0)-(1€X) = V,(XH=PV(X) Potenzrdnge
(A={A}) = V(DH={A} Urelementrang 1
(A={A}) = V,(2)={0, A} Urelementrang 2
(A={A}) = V,(3)={0,A, {0}, {0,A}} Urelementrang 3

Hier interessieren jedoch regulare Hierarchien, bei denen in jedem Rang die leere
Menge vertauscht wird. Beispiele sind V,, V,. Sie entstehen, wenn die Startklasse
keine Teilklasse eines Rangs ist:

Theorem:
(Ael)- VxeOQ:(AZV(x)) =

XD = V1(X)={AJUPV,(X)\{0} reguliirer Rang
Va(h)={A} Rang 1
Va2)={A{A}} Rang 2
VaQB)={A{ALH{A}L{A{A}}] Rang 3

Beweise:

reguldirer Rang:

hyp2-speziell (hyp3) def _'(AQVA(X )) erfiillt (hypl), def A¢P,VA(X ) Potenzvariante (hypl)
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(1) 0¢X = X=X\{0}:
0ZX 4o 103-X=0 oruens X\{OJUL0}-X=X\{0}U0 5 X=X\{0} =

(2) A€l =>0¢{ {A} }: indirekt OE{ {A} } gleich O={A} hyp-existent-falsch Om

(3) AEI=0{{A}, {({AMLAAALAL ) e OEHAY, AL AAALALYY senrdeuie
(O={A})V(O={ {A} })V(O={A,{A} }) distributiv: hyp-existent-falsch, elementar-falsch,

saufgezintshyp), B EO teer-aiscn, 5 0

Rang 2:
Va2) 4o Va(l") reguliirer Rang (hyp1 hyp2-speziell(Zahl)) {ATUPV,(D\{0} Rang 1
{AYUP{AN{O} minneirsporen: $ATUL0{AIN{O} 4 {ATU{{A}\{O}
o VAYTUH{AL) 4 (A{A} ) m

Rang 3:
VA3 der VaAQ2') regutiirer Rang (hyp1 nyp2-spezicticzanty TAYIPVAIN{O} g 2
{AYUPLA LAY IO} puarporen: LATUL0, {AL, {{A} {ALA (O} 54y
{AYTUH{AL ({AHL TALANINO) )0y aer {A LAY AL {A{A}} )

Das Hierarchieschema funktioniert auch beim Uberschreiten der Mengenlehre. In
der bindren Logik von Leibniz existiert nicht nur die leere Menge 0, sondern auch
ihr Komplement |, was in der iiblichen Mengenlehre mit einem Mengenuniversum
Cantors Antinomie erzeugt u7: Sie entsteht allein durch die Annahme M=I. Da alle
wichtigen Resultate der Mengenlehre im extensionalen Universum auch ohne diese
Annahme beweisbar sind, lédsst sie sich als unnotig mit Ockhams Rasiermesser
beseitigen. Dann kann man das Universum ohne Risiko als existent betrachten und
erhilt die bindre Logik von Leibniz, fiir die es einige 4quivalente Axiome gibt:

Definitionen:
IMMANENT := BILD
T := TRANSZENDENT ;= NICHT-BILD

Theoreme 1n E:
Cantor- oder ZF-Mengenlehre + M=| F |&| Mengenuniversum [96]
L 4 11ST WAHR —F | IST EXISTENT die Wahrheit existiert
L 94 11ST WAHR UND O IST FALSCH bindire Logik
L -~ L=l —- L=E Leibniz-Universum
L - lell —F | IST TRANSZENDENT Transzendenz
Beweise:

die Wahrheit existiert:
L def Bindirsynonym B (€{IDE primisse E, def | IST WAHR =
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bindire Logik:
L def Bindrsynonym, Falsifizierbarkeit B (lE{ | })(OE{O })[E -Primisse E, def | IST WAHR UND O IST FAL
Leibniz-Universum:
L Urteil L=I +Prdmisse L=I-E B L=Em
(2) (I=F[XD=(d[pxo F[X]=PX):
Id rPXOF[)<] Bild vom Bild Id rPX[F[)<]] hyp Id rPX[I] def Im(ld |\PX) Einschrdankung
Id[pX] identisches Bild PXu
(3)1EB s’ 1€B oy IF((=F())-(XEM)) (5, IF:((1d [ o F [X]=PX)-(xEM))
kein Bild-falsch 3 f(O(XEM)) ungebunden B Om
Transzendenz:

L die Wahrheit existiert, def €l Leibniz-Universum leL real +(3) (|€|)(|¢B) Ausnahme le-B def

IE—H— real IE' die Wahrheit existiert L=

Die Existenz der Wahrheit tangiert die Theologik der Monadologie [1], in der
Leibniz einen korrekten Gottesbeweis fiihrte mit einer Definition dquivalent zu
GOTT={l}; er ist im Abschnitt zur universellen philosophischen Sprache in [5] 10
und bereits in [3] analysiert. In seiner bindren Logik hat die Existenz der Wahrheit
jedoch eine weiter reichende Wirkung: Sie erzeugt die Wahrheitshierarchie, eine
immanente Welt, rekursiv generiert durch vertauschte Wahrheitswerte. Sie ist so
machtig wie die Mengenwelt, weil sie eine bijektive Projektion von Neumanns
Hierarchie in eine Klasse abbildbarer Nichtmengen ist. Dies folgt als Korollar
aus einem allgemeinen Satz fiir Hierarchien, die von einer transzendenten Klasse
erzeugt werden:

Theoreme:
AeT = (McB)-(Bcl) hoheres Universum
AET = V(X)={AJUPV,(X)\ (0} reguldire Ringe
AET = (V,C-M)-(V,C~V,) mogliche Welten
Theoreme in L:
| IST TRANSZENDENT Transzendenz
Xe0 = Vi(XH={1}JuPV,(X)\{0} regulcdirer Wahrheitsrang
Vi(H)={l} Wahrheitsrang 1
Vi2)={1,{1}} Wahrheitsrang 2
ViG)={1, {1}, {{1}}, {L{1}}} Wahrheitsrang 3
V,CBU{l} Immanenz

(V,C-M)-(V,E~V,) iibernatiirliche Welt
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Beweise:

(1) AET=A¢M:
indirekt VEM Birgare AEB 1y def Ausnatme-fasch O

hoheres Universum:
B# sivees B=1 iy AE 1y reatsaisen 05 extrem +u1 (BED-(BF#D) 4, BCl m
M#B ;irers: M=B 5 ciementar {AYEM yengen von Mengen +hyp-existent (AELAY)-({A}EM)
syttogismus AEM (1) putsen 05 Bitdar +vz (MEB)-(M#B) 4, MCB =

(2) AZB=YXE0:(ALV (X))
generell, indirekt NSV AX) Reatrang (ASVAX))-(VAX)EB) ripita AEB 151 gutsen O m

reguldire Réinge:
AET ,r AETB 4\ inamme (AED(AEB) (5, (AEI)-VXED:(ALV 4(x))
Va(XN={AJUPV,(X)\{0} =

(3) (RC-M)-(R2£0)=> R&M:
indirekt: REM yenen von Mengen REM sor snypr-aer (R=R-M)-(R=R-=M) 7,501
R=R-~=M-M ; R=0 ), wocs O

(4) AET = X€0=(V4(X)C-M) mit fy :=V,(X)C-M
Startfall fO: extrem 9C M Startrang VA(0)C—M =
Zahlfall X€EO=>(fx=>fx): fxt freit Y EVAX ) reguléire Ringe, Teilrangvariante
(Y=AWV(Y CVAX)) - (XFEO) yigjuntsiv: zaniaii-hyp2 ransitiv
(Y=AWVY S M) (XF0) sigiunkaiv: (1) 31,8 ¥ EM ausnaime (vreary Y E"M m
Grenzfall X€O=((X=UX)Vze€X:f,= 1) ; it YEVAX) Grengrang
YEUVALXT vorrang F3ZEX(Y EV,(2)) Ye-Mu

mogliche Welten:
freit XEVa gor XEUVAO]
Xe-Mn

reguldirer Rang

transfinite Induktion*

+hyp3-speziell f, Syllogismus

dze0:(XeV,(2))

Vorrang (hyp) +(4) Syllogismus, ungebunden

V,C-M

maogliche Weltenl

+Mengenhierarchie Kontraposition(B) (\/A S M) ’ (_I M C _I\/O) transitiv

Die Wahrheitshierarchie ist auch ein Teil von Peanos komplementirer Logik KK,
in der L bewiesen wurde. In seiner Logik existieren Komplemente aller Mengen
und realen Klassen. Somit gibt es immens mehr potentielle Bilder und isomorphe
Hierarchien. Aus Sicht der Mengenlehre, die nur die unterste Hierarchie umfasst,
ist dies ein logisches Multiversum, eingebettet ins transzendente Universum.
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