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1 Explizit definierte logische Sprache

Giuseppe Peano publizierte als erster Mathematiker streng formalisierte
Logikkalkiile in einer leicht verbalisierbaren Symbolsprache, bei der er Worter
durch ihre Initialen abkiirzte [ ][ ]. Wegen angeblicher Antinomien setzte sich
seine Logik aber nicht durch. Tatsédchlich sind seine Logikkalkiile jedoch konsistent
und sehr effizient. Das zeigt ihre Aktualisierung in der Universallogik [ ']. Seine
Logik in der Tradition nach Aristoteles, Leibniz und Boole hat eine natiirliche, sehr
einfache Syntax fiir Terme, zu denen Begriffe und Aussagen zdhlen. Basisterme
sind die Identitit, die Konjunktion, die Negation, das Universum und Klassenterme,
jeweils mit definierter Verbalisierung:

Definitionen:
A IST IDENTISCH MIT B := (A=B) Identitdit
AUND B := A-B Konjunktion
NICHT-A := -A Negation
EXISTENT := | Universum
x MIT f, = {x|f,} Klassenterm

Freie Variablen fiir alle Terme werden stets grof3 geschrieben.
Gebundene Variablen werden stets klein geschrieben wie x in f, .

Diese Basisterme erzeugen eine aullerordentlich leistungsfahige logische Sprache,
und zwar ausschliefSlich mit Standard-Definitionen a :=b, die neue Terme a durch
bekannte Terme b erkldren. Die ganze Mathematiksprache wird in dieser expliziten
Form definiert, denn Peanos Logik schlie3t die Mengenlehre ein und damit das
derzeitige Fundament der Mathematik. Speziell wird Neumanns Mengenhierarchie,
die bisher immer implizit rekursiv definiert wurde, hier auch explizit definiert. Sie
umfasst bekanntlich alle Mengen der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre. In Peanos
komplementidrer Mengenlogik existieren aber wesentlich mehr Klassen. Hier kon-
nen ganz andere Hierarchien als alternative mogliche Welten auf analoge Weise
explizit definiert werden.

Der Sprachaufbau wird in den folgenden Abschnitten referiert. Jeder Abschnitt
prasentiert eine logische Sprachebene der Universallogik mit wenigen kurzen
Axiomen. Insgesamt geniligen zwolf Axiome, aus denen alle mathematischen Theo-
reme folgen. Aus der Universallogik werden nur Theoreme zitiert, die anschlieBend
zur Beschreibung der Hierarchien nétig sind, wobei (.; die Seite des Beweises am
Rand angibt. Quellen zu historischen Bemerkungen sind auch in diesem Buch zu
finden.



2 Logik

Aristoteles begriindete die Logik und nannte sie Beweiswissenschaft. Er fiihrte
erstsmals Schlussregeln ein. Sie werden hier prézisiert mit Ableitungsoperatoren
Fund —F, die in logischen Texten nicht vorkommen.

a | b bedeutet: Ist (jedes) a beweisbar, dann ist auch (jedes) b beweisbar.
a - b steht fiir die Regeln a - b und b |- a.
Metavariablen fiir Texte haben Serifen (logische Variablen dagegen nicht).

Zwei Schlussregeln von Aristoteles sind grundlegend. Darunter ist der modus po-
nens, der aber nicht die Implikation heutiger Aussagenkalkiile verwendet, sondern
eine algebraische Implikation, die Leibniz zuerst genau definierte:

Definition:
(A=>B) := (A=A-B)

Axiome:
a,a=>bkF b modus ponens Al g
a b a=l Urteil A2 e

Zur Logik gehort auch ein Identitdtsaxiom sowie drei Konjunktionsaxiome, die ein
multiplikatives idempotentes Monoid beschreiben, das formal der Zusammenset-
zung von Begriffen der natiirlichen Sprache entspricht:

Definitionen:
A-B-C :=(A-B)-C
A-B-C-D :=(A-B-C)-D etc.
A ... A, N:=(A, ... -A,-N) fiir definierte Adjektive A, ... A, und Nomen N

Axiome:

(A=B) = (xAy=>xBy) Identitdtsaxiom A3
A=A neutral Ad g
AA=A idempotent AS e
A-B-C=A-C-B permutativ A6

Diese sechs einfachen Logikaxiome gentigen, um alle wichtigen Beweisverfahren
abzuleiten, da Schlussregeln, Gleichungen und Implikationen die wesentliche Ar-
gumente in Beweisen sind. Die Beweistechnik wird auf vier Seiten der Universal-
logik 15115 benutzerfreundlich beschrieben. Sie erlaubt prizise Kalkiilbeweise, die
tiblichen informellen Beweisen entsprechen. Es sind stets lineare Ableitungen als
Folge von Termen, zwischen denen Argumente als Indizes eingefiigt werden.



Folgende Erkldarungen zur Argumentationsweise mogen hier geniigen:

» Axiome und Theoreme werden mit ihrem ., zitiert, Definitionen mit ,,,,
unterscheidbar am Zeichen, das eliminiert oder eingefiihrt wird.

 Hypothesen eines Theoreme werden markiert mit ;,, ;.7 40 -

« Faktoren bewiesener Terme sind giiltig (ihr Produkt ist eine Konjunktion);
das gilt auch fiir den Skopus eines Quantors.

 Unterstrichene Faktoren werden der Reihe nach zitiert als ;; ;; 1, -

zeigt das Weglassen eines Faktors an.

~name Z€1gt das Einfligen eines Faktors an.

* _vume 2€1gt die Anwendung eines Faktors auf einen Term namens ,,,, an.

« p zeigt automatische Beweisschritte in der Booleschen Algebra an, die hier
nicht ausgefiihrt werden.

-Name

3 Klassische Logik

Zur klassischen Logik gehort auch die Negation. Mit ihr und der Konjunktion sind
alle anderen klassischen Operatoren definierbar. Alle sind fiir Terme und Aussagen
verwendbar, oft werden aber spezielle Symbole und Verbalisierungen gewihlt:

Definitionen fiir Terme and Klassen: fiir Aussagen:
WESEN := DING := | JA =1
0 :=-l NEIN :=0

A GESCHNITTEN MIT B := AnB := A-B AAB = A-B

A VEREINT MIT B := AUB := ~(-A--B) A ODER B := AVB := =(-=A--B)
A OHNE B := A\B := A-=B

ALLE A SIND B := ACB:=(A=A-B) A IMPLIZIERT B:=(A=B)

A IST VERSCHIEDEN VON B := A#B := ~(A=B)

ACB := (ACB)-(A+B)

Leibniz charakterisierte die Negation effektiv und elegant durch ein Implikations-
synonym, das die logischen Axiome ergéinzt:

Axiom:
(A=A-B) = (A--B=0) Negationsregel AT

Aus den Axiomen A1-A7 folgen die Regeln klassischer Aussagenkalkiile [ '] und
der booleschen Algebra. Wie Boole kann man somit klassische Theoreme iiber
Terme oder Aussagen automatisch beweisen 7. Dazu gehoren indirekte Beweise,
Beweise mit Kontraposition, ex falso quodlibet, reflexiv oder anderen bekannten
Regeln, die hier ohne ausdriickliches Zitat angewandt werden.



4 Identititslogik mit Aussagen-Teillogik

Logiker bis hin zu Boole verwendeten Gleichungen und Implikationen nur als
Regeln, noch nicht als vollwertige Terme, die in alle Variablen einsetzbar sind.
Leibniz war der erste, der dies tat. Zwei seiner Regeln garantieren eine effektive
Identitétslogik:

Axiome:
(A#£B) = (A=B)=0) Inkoinzidenz A8 9
(A=>B)-A=> B Ersetzregel A9

Theoreme:
(A=B) = (xAy=xBy) kongruent [128]
(A=B)-xAy = (A=B)-xBy Tausch [128]
(AvB)-(B=>(C) => AvC disjunktiv [129]
AQA reﬂexiv [130]
(ACB)-(BCA)=(A=0() antisymmetrisch [131]
(ACB)-(BCC)=(AC() transitiv [130]
(AcCB)-(BcC)=>(Ac(O) transitiv [131]
(AcB)-(BCCO)=(AcO) transitiv [131]
0CA Acl extrem [131]
A-BCA, ACAUB Oberterm [130f]
(AC(C)-(BCC) = (AuB)cC Teilsumme [131]

Da Leibniz nichts tiber Logik verdffentlichte, blieben seine brillanten Ideen
fruchtlos, insbesondere seine intelligente Einbettung der Aussagenlogik in die
Termlogik durch die Aussagenregel p=(p=I). Sie macht Syntaxkonstruktionen fiir
hohere Logiken iiberfliissig. Die Logik enthilt automatisch eine zweiwertige von
Gleichungen erzeugte Aussagen-Teillogik rso.

Theoreme:
pP= (p:l) fiir Aussagen D wahr 212]
-p = (p=0) fiir Aussagen p falsch (212]

Da die Termlogik die Konjunktion von Aussagen mit Termen erlaubt, lassen sich
bedingte Definitionen mit Fallunterscheidungen, die in iiblichen Kalkiilen nicht
durch eine einzige Gleichung definierbar sind, auch explizit formulieren:

Definition:
A FALLS X SONST B := A- XVvB-=X

Theorem fiir Definienda 6, Terme a, b und Aussagen p:
0:=a FALLS p SONST b -+ p=>(6=a), "p=>(0=b) bedingt definiert [132]



S5 Klassenlogik

Leibniz bildete Klassen durch Vereinigung von Individuen im Sinn einelementiger
Klassen. Peano definierte diese 1889/90 in seinem Klassenkalkiil. Seine Regel
zum Inhalt von Klassen und eine Regel von Leibniz geniigen als Axiome:

Definitionen:
GLEICH A := {A} := {x|x=A}
{A B} = {A}u{B}
{v,..,0,} '={v,,...,u,_; }U{v,} fiir n>2 und Variablen v, ..., v,
AISTIN B :=AISTEIN B := AIST B := AeB := {A}-B#0
{x€A|f,} = AAX|f,}
DIE POTENZ VON A := A-KLASSE := PA := {x|xCA}

Axiome:
AeB = {A}CB individuell A10 55
Xes=fy-(Xel) A s={x|f,} Inhalt All 3
Theoreme:

A€l = {A}£0 = Ae{A} existent [132]
AgEO leer [132]
XeA=>A#£0 nichtleer [132]
AeB=Ael {x|f,} = {x|f,(x€l)} real [132]
(AeB)-(BCCO)=>AeC Syllogismus [133]
XeA=>Xe(AuB) extensiv [133]
Xe(A-B)=(XeA)-(XeB) distributiv [133]
Xe(AuB)=(XeA)WV(XeB) distributiv [133]
Ae-B=(A€l)-(A&B) Xe(A\B)=(XeA)-(A¢B) Ausnahme [133]
A€l = (Ae{B}=(A=B)) gleich [134]
CeX = Ce{vy,....v, }=(C=v))V...v(C=0,) mehrdeutig (1341
v,eX > v,elv,,...,v,}  fiir ganzzahlige n>i>1 aufgezdhlt (1341
XE{leX}=(XE|)-fX XE{XEAle}=(X€A)°fX erfiillt [140]
Xea=Xebt a=b Xea=>Xebl aClbh frei [140]
{x|la-p}=p-{x|a} {x|p}=p fiir x-freie Aussagen p ungebunden [140]
PO:{O} Nullpotenz [143]
P{A}={0,{A}} Einheitspotenz 1
P{A, B}={0,{A},{B},{A,B}} Paarpotenz

XCY=>PXCPY monoton [143]

Gebundene Variablen stehen stets fiir existente Terme mit x&€l; nur sie konnen
Elemente sein, aber nie inexistente Terme mit x¢&|. Existenzbedingungen x&l sind



daher bei gebundenen Variablen vernachlissigbar. Bei freien Variablen ist jedoch
immer die Existenz oder Nichtexistenz zu bertiicksichtigen. Da die Klassenlogik
keine Existenzaxiome hat, sind Beweise im Klassenkalkiil elementarer als in der
Mengenlehre. Daher werden hier auch triviale oder bekannte Theoreme bewiesen:

Beweis der Paarpotenz:
et XEPLABY iy (XEN-(XCS{ABY) 4y y X=X-{AJUX-{B};
Fall 1 X=0: X=0_ 1 wuszeeiis XE10:1A},{ BY.TAB )
Fall 2 A€X, Fall 3 BEX: (AEX)-(BEX) ;e {AICX) UBYCEX) neitcumme
{A}U{ B}gX def +U2 antisymmetrisch{A’B}:X >Ul, aufgezdhlt XE{O’{A}’{ B}’{A’B} }’
Fall =1 X#0: Fall =2 (analog Fall =3): AgX ;5 {A}-X=0
>U3 B X=X- { B} def, >Fall =1 (Xg{ B})(X{ B}#O) B def BeX individuell
{B}QX + U4 antisymmetrisch {B}=X >Ul, aufgezdhlt XE{O’{A}’{ B}’{A’B} }’
umgekehrt, frei: Xe { O’ { A}’{ B} ’ { A7B} } real (def) mehrdeutig
(@)((X=O)V(X={A})V(X={ B})V(Xz{A7B})) >extrem >Oberterm >reflexiv
aispunkiiv) X E{ABHVIXS{ALU{ BHV(XCS{ALU{ BHV(XC{A,B})
det. B XELABY Lus erfiiy XEP{A,B} m

Natiirlich konnen beliebige Klassen definiert werden, egal ob sie existieren oder
nicht. Auch Russells Klasse, das Paradebeispiel einer inexistenten Klasse, ist ein
wohldefinierter Begriff, niitzlich, um bedingte Begriffe zu definieren:

Definitionen:
AIST KEIN B := A¢B := ~(A€B)
DIE RUSSELL-KLASSE := T := {x|x¢&x}
A FALLS B := A FALLS B SONST

6 Definierte Pradikatenlogik

Peano fiihrte in seiner Klassenlogik explizit definierte Quantoren ein. Kein
spaterer Logiker griff seine Idee auf, obwohl sie genial ist und ohne zusitzliche
Axiome innerhalb der Aussagenlogik eine effiziente mehrsortige Pradikatenlogik
erzeugt mit relativierten Quantoren fiir beliebige Terme:

Definitionen:
f FURALLE x :=Vx:f, = {x|f }=)
f. FURALLE x IN A :=Vx€A:f, := Vx:(x€EA=T,)
fvy FURALLE x,y IN A :=Vx,y€A:f, , 1= Vx:VyEA(XxEA>f, )
ES GIBT x MIT f, :=3ax:f, = ({x|f,}#0)
ES GIBT x INAMIT £, :=3Ax€A:f, = Ix:((x€A)-f,)



Theoreme fiir Aussagen f, und Terme a:

Xea=>fy FVx:f, ,Vx€ea:f, generell [138]
(X€a)-p=>fx F p=>Vxea:f, generell [138]
(XeA)Vx:f =[x, (XEA)VXEA:f, = fx speziell [138]
(XEA)- fx=3Ax:f -AxEA:f, quantifizieren [138]
Vx€A: f VxEA:h, =VxeEA:(fh,) Vdistributiv [139]
ACB = Vx:(xeA=>xeB) = VxeA:(xeB) CSynonym [141]
dx:(xeA)=(A#0) nichtleer [141]
Ax:(f,-p) = p-Ax: f, {fiir x-frei propositions p  ungebunden [143]

Mit Quantoren kann man viele andere Klassen definieren, etwa die Vereinigung
oder Klassen, deren Elemtente durch Terme mit gebundene Variablen beschrieben
werden, fir die prédzise Definitionen Existenzquantoren erfordern:

Definitionen:
(T \f} = {yl3x(f - (y=T))}
(T, Sy} o= 21353y, (=T, )}
DIE VEREINIGUNG ALLER A := [JA := {x|3y:((y€A)-(xEY))}

Theoreme:

TElT,| £, }=(TxEl) fx erfiill
U0=0 Uleer [144]
A€l => U{A}ZA UEinheit [144]
ACB = [JACB Umonoton (144
U(AUB) = UAUUB USumme [144]
YeX = YQUX USchranke [144]
YeX=>(AePY=>AePJX) Potenzschranke

Beweis der Potenzschranke:

hyp2-erfiillt +hyp1-| JSchranke (Ag Y)( Yg UX) transitiv Ag UX erfiillt (hyp2-real)
AEPUX |

7 Definierte Relationslogik mit Funktionen

1888 fiihrte Peano geordnete Paare fiir Relationen ein. 1914 definierte Hausdorff
Funktionen als eindeutige Relationen. Auch sie lassen sich explizit definieren
mit Peanos Kennzeichnungsoperator 1, der das Element einelementiger Klassen
kennzeichnet, und mit Kuratowskis Paar von 1921. Sie generieren die komplette
Funktionsterminologie auf direkte und allgemeine Weise fiir beliebige Klassen:



Definitionen:
(A, B) :={{A, B}, {A}} FALLS (A€el)-(Bel)
DAS A :=1A = [JA FALLS 3Ix:(A={x})
DAS F VON X := F(X) :=1{y|(X,y)EF}
DIE FUNKTION F AUF A := F |, = {(x,y)|(x€A)-(y=F(x))}
DAS BILD VON A UNTER F := F[A] := {F(x)|x€A}
WERT VON F :=ImF := F[l]
ARGUMENT VON F := DefF := {x|F(x)el}
ABB := ABBILDUNG := {f|f=f1,}
ABBILDUNG VON A NACH B := A— B := {feABB|(A=Deff)-(f[A]CB)}
F:A—B := FE(A—B)
IDENTITAT :=1d := {(x, y)|x=y}
GoF = {(x, y)ly=G(F(x))}

Theoreme (mit dem Axiom {x, y }€l, beweisbar in der Mengenlogik):

F(X)el=XeDefF Argument [145]
XeA=>(F(X)=F | 4(X)) wertgleich [146]
Def(F | ,)=A-DefF Im(F 1 ,)=F[A] Einschrdnkung [146]
ACDefF=(A=Def(F | 4)) Teilfunktion
(Ftitg=Flag doppelt eingeschriinkt [146]
F1,=0 F[0]=0 Leerfunktion [147]
F[{A}]={ F(A)} Einzelbild [147]
FIAUB]=F[AJUF[B] Bildunion [147)
ACB=F[A]CF|[B] monoton [147]
6 :={(x,yly=0,} Graph [145]
F AeDef6=>(6(A)=@,), Defo={x|p, €l}
Id[A]=A identisches Bild [149]
(GoF)[A]=GIFI[A]] Bild vom Bild [149]
Ye|JFIX]=3zeX:((YEF(2))-(F(2)€l)) Wertelement
Beweise:
Teilfunktion:

ACDefF ,; A=A-DefF A=Def(F| )

Leerfunktion (erste Formel bewiesen in p147):
FIO] 4o {13y :((y=F())-XEON} teerpassen {¥1FY:((y=F D)0} sgepunden
0-{y3y:(y=F(x)} 50 =

Wertelement:
YEUFIXT oo 2) F32:(3z:((a€D)-(a=F (2))-(z€X))-(Y €a))
Ja:3z:((Ye€a)-(a€l)-(a=F(2))(2E€X)) quuseh, ungebunden

Einschrinkung

ungebunden



32:((Y €F(2)-(F(2)EN-(ZEX)) 45 FZEX((Y EF(2)-(F(2)ED) gt
et 32:((Y EF(2))-(F(2)EFIXD) guantifizieren 32:3a:((Y €a)-(a€F[X]))
(Yel-3a:((Yea)-(a€FIXD) yuy YEUFIX]n

+real ungebunden

8 Definierte Mengenlogiken

Leibniz nutzte eine verbale bindre Mengenlogik in der Monadologie 1714
[']. Peano gab 1897 in seiner Logique mathématique [ '] erstmals formalisierte
Mengenaxiome an: (A€K)-(BeK)=>A-BeK, AeK=>-Ae€k, { A}€L; sie erzeugen
einen komplementdren Mengenverband K. Russell und Zermelo dachten, auch
die Russell-Klasse existiere in K, und nannten daher seine Logik inkonsistent (7.
Modelle zeigen jedoch: Peanos komplementire Mengenlogik ist konsistent 3.
Sein Universum K ist explizit definierbar, so dass seine Axiome beweisbar sind is4.
Auch das bindre Leibniz-Universum L und ein kleineres extensionales Universum
E sind explizit definierbar, und zwar in der leicht verstindlich definierten Verbalen
Logik [ ], die die Termsprache auf ein aktuelles Niveau hebt. Aus verbalen
Logiktexten ergeben sich dann per Definition kurze Formeln.

Definitionen:
SINGULAR := x MIT {x} IST EXISTENT
SCHNEIDBAR = Xx MIT x-y IST EXISTENT FUR ALLE y
NEGIERBAR := x MIT NICHT-x IST EXISTENT
IDEE := x MIT (x IST EINE MENGE = x IST EINE MENGENKLASSE)
[K := SCHNEIDBARE NEGIERBARE SINGULARE IDEE

EXTENSIONAL := x MIT {x} IST EXISTENT UND xUy IST EXISTENT FUR ALLE y
WAHR = GLEICH JA

FALSCH = GLEICH NEIN

BINAR := x MIT x=x IST WAHR UND x#x IST FALSCH

[L := BINARE EXTENSIONALE IDEE

FALSIFIZIERBAR = x MIT x-—x IST FALSCH
[E := FALSIFIZIERBARE EXTENSIONALE IDEE

Theoreme:
BINAR = (I€{l})-(0€{0}) = (lel)-(0€l) Bindrsynonym
FALSIFIZIERBAR = 0€{0} = O€l Falsifizierbarkeit
K + 0€l, lel reale Bits [153]
K F Ael=>Vy:(Auyel), {A}el extensional [154]

KEFLFE wdhlbares Universum
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Beweise:
Bindirsynonym:
BINAR g {X|(x=X)E (1) (XEELON enivmatmgtn 1XI1E{1)-OE{0})}
ungebunden (lE{l})(OE{O}) existent (IED(OEI) u
Falsifizierbarkeit:
FALSIFIZIERBAR g {X|(x-7X)E{0}} 5 umgebunden OE{0}

wdhlbares Universum:

IN extensionall generell VX€|ZV_)/I(XU_)/€|) +extensional2 VXGI:(({X}EI)'V_)/I(XU_)/EI))
def, B EXTENS|ONAL=|; K def -Faktoren IDEE B |-IDEE U +reale Bits

(OE l)(l € l) EXTENSIONALE IDEE def, Bindrsynonym L def -Faktor Falsifizierbarkeit Ew

O€in

existent

Eine explizite Mengendefinition sondert im Universum die Klasse M aller Men-
gen aus und liefert eine ableitbare Cantor-Mengenlehre, in der Komplemente
von Mengen keine Mengen sind und Urelemente im Sinn seiner *Objekte unserer
Anschauung’ moglich sind ps:

Definitionen:
URELEMENT := U := {x|-Jyex:(y#x))
FUNDIERT :=F := {x|VyePx\U:((myey)-(y-my=0))}
POTENZIERBAR := x MIT DIE POTENZ VON x IST EXISTENT
SUMMIERBAR := x MIT DIE VEREINIGUNG ALLER x IST EXISTENT
M := MENGE := POTENZIERBARES SUMMIERBARES FUNDIERTES DING

Theoreme:
URELEMENT={x|(x=0)-(x={x})} Urelemente [180]
ALLE URELEMENTE SIND MENGEN, UCM primitive Mengen [180]

In K, L und E ergibt sich die Mengenlehre aus Cantors Axiom, dass Mengenbilder
existieren . Diese werden wie Mengen nach analogen Regeln (*) gehandhabt:

Axiom:
AeM=F[Alel Mengenbild A12 [96]
Definition:
BILD :=B := {f[x]|xeM}
Theoreme:
{A, BleB, {AleB, 0eB, {A}€l, 0&l * elementar [178]
AeB=G[A]leB * Bildbelegung (177
(ACO)-(CeB)=>AebB * Teilbild [178]
(AEB)-(AQ[EB)#UAEB * Bildvereinigung [180/5]
]

AecB=>PAcB * Bildpotenz (178
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AEM;"AEB, MCHB Bildart [175ff]
AeM=ACM Mengen von Mengen 154
AeM=>-AgM, &M Nichtmengen [1641]
AeM=>F| ,EABB Teilabbildung [164]
AeB=>PA#F[A] kein Bild [*164]

Beweis von elementar:

i (A, AYEB 4y [A)EB (0C{A})-({A}EB) 1., 0EB . =

bewiesen +extrem

Folgen bildet man durch Abzédhlen mit Ordinalzahlen. Cantor dehnte diese erstmals
ins Transfinite aus. Zermelo gab 1915 die erste préazise Definition der Ordinalzahlen
mit einem Zihloperator A" und der Riickwiirtszihlung | JA; seine elegante implizite
Definition ist in eine kurze explizite Ordinalzahldefinition umwandelbar ps::

Definitionen:
DIE ZAHL NACH A := A" := AU{A)
1:=0" 2:=1" 3:=2
ORDINALZAHL := O := {zeM|Vxez:(x'€Z')-VyePz:(| JyeZ')}
FOLGE := {f|3z€0:(f:z—1)}

Theoreme:
(Xe0)-(Ye0) = (XCY)=(XeY) geordnet [166]
Ze0 = ZCO Zahlenmenge [166]
(ZeX)-(Xe0)=>(Z€0)-(ZL#X)(ZLCX)(L=Z-X) Subzahl
(A€0)-(BeO) > (AcB)v(BCA) linear [166]
O¢l, OgM Totalitdt [167]
XeYy = (XEA,=(X€A)V(X=A)) vorher [167]
AeX = AcA mitgezdhlt [167]
Ac0 = A'eO zdhlen [168]
0€0, 1€0, 2€0, 30 Zahl [169]
(Xe0)-(X#£0)-(X#1)=>1eX Zahl iiber 1
Ae0 = (| JA€O)-(JAH=A) riickwdirts [168]
Ae0 = (A={JAV(A=(A)) Grenzverhalten [168]
(ZeX)-(Xe0)-(X=JX)=Z'eX Ziihlgrenze
(Z€0)-(Z#£J2)=>JZez Vorgiinger
Ae0 = A# [ JA) Nachfolger
(aC0O)-(0€a)-(aCPa) + Induktion [169]

(0eK)-Vxea-K:(x'eK)-Yxea:((x=Jx) (x-aCK)=>xeK) = aCK
for XEO=(f=fx) (X=UUX)VzeX:f,=>fx) transfinite Induktion
FVxe0:f,, XeO0=>fy
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VxeO:(xCK=>xeK)=>0CK transfinite Klasse e
FEFOLGE = DefFeO Zahlargumente (171
(FEFOLGE)-(Yel)-(G=Fu{(DefF, Y)}) => Fortsetzung [172]
(G:DefF' —>1)-(GEFOLGE)-VxeDef F:(F(x)=G(x))-(Y=G(DefF))
Beweise:
Subzahl: hyp2-Zahlenmenge Xg@ +hypl Syllogismus Ze0 geordnet (hypl+2) ZcX def

(ZEX)INZEX) 4y Z=Z-X n
Zahliiber 1+ 100r dof (nypy XCOVACX)-(XFELD i3 geordner (XEDVIEX)
def XELODVALEX) gricn tnyp1-reaty X=OWVAEX) 100 ugsen OVIIEX) 5 1E€EX m
Ziihlgrenze ; ;.0 Z'&X
Z'¢X falschslinear XSZ / Umonoton Uuxcyz’ hyp3, riickwirts (Subzahl) +Subzahl
(XCZ)(ZEX)ZEX) anssymmenrisen X=2)(Z#X) 5 Om
Vorgdnger:
subzaht (yp1) ZEO Grenzvernatien Z=UZV(Z=(UZ)) 11yp3 8 Z=U2Z)
ot viictowirts\ JZ €O pirgecan JZEWJZ)  [JZ€Z m
Nachfolger:
AEQ . seeziinit, ziihien (AEA)-(A'€0) gupoams AFEA viciowirs (hyp) A JA)n
(1) OCPO 4,;: X€O (XEN(XCO) s gey XEPO m
transfinite Induktion mit K :={x|f, }:

(generell): Prc'ii1,1isse2>hyp (fX=>le)'((XZUX).VZEX:fz:fX) def satified
(XEK$X EK)'((X=UX)°VZ€XZZEK:}’XEK) +hyp-distributiv, +Subzahl-distributiv
(XE0-K=X'€K)-(X={JX)VzE€X-0:2€K=>XEK) csymomm
(XZUX)(XG)QK):XEK generell (hyp) +Prdamissel +U-generell
(0€K)-Vx€0-K:(x'€K)-Vxe0:((x=x)-(x-OCK)=>x€K)

Induktion (reflexiv, Zahl, (1)) @)gK hyp Syllogismus XeK def erfiillt fX u

geordnet (hypl+2 Subzahl zdhlen)

real +Zahlenmenge

9 Explizite rekursive Definitionen

Rekursive Definitionen pflegt man implizit mit Rekursionsaxiomen zu formulieren.
Sie sind auch explizit formulierbar als Vereinigung von Folgen mit gleicher Rekur-
sionsregel. Ensteht dabei eine Folge, so ist die Rekursion nicht transfinit, sondern
endet bei einer Ordinalzahl. Im transfiniten Fall ist diese Vereinigung auf allen
Ordinalzahlen definiert und keine Menge. Zum Beweis der Transfinitét ist nur zu
zeigen, dass der Rekursionswert fiir beliebige Ordinalzahlen existiert:
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Theoreme fiir Terme @, yg, I, 6:
Ye = VzEDefF:(F(z)z(pFrz)
I' := {fEFOLGE|y,}
5= U{fEFOLGEl‘v’zeDeff:(f(z):qofrz)}
F XeDefé > 5(X)=(/’6rx
Defé={xe€0|3f el":(xeDeff)}

(X€0)-(XCDefé)= g5, €l
FXe0 = (6(X)=g;,,)
Def6=0
Deféél, Defé&M
Xe0 = (X=Defé | x)-(6(X)el)

Rekursionsregel

rekursive Funktionen
rekursive Definition
Rekursion [173]
rekursive Argumente 73

Realwerte (Prdmisse)
transfinite Rekursion
Transfinitdit

Totalitdit
Teilrekursion

Beweise mit G :=6 | xU{(X, @;,, }:

(1) (XEV)Ye=>YEy, yseneretr: LEDEF X)) pinscrintung £ EX-DefF
distributiv +hyp2-def (LEX)(ZEDetF)-NzeDetF:(F(2)=@ ) subzaninyp1) spezieu
(Z:ZX)(F(Z)Z(OF fz) Tausch B F(Z)z(pF I x.z wertgleich(U), doppelt eingeschrinkt
FIx(D=@F),;,
(2)(X€0)-(XCDef6) = (81 xEFOLGE) 5, % nyp1 erfiitic X EM Teitapiitaung, Teitfunksion
(yp2) +extrem (O 1 xEABB)-(X=Def(8 1 x))-(SIXICD) uereriine O 1 x: X = deternpitie nyp1)
61 xEFOLGE; gopursion XEDef6=(8(X)=051. ) genereis, def Vs nypi (1) Vo1, ®
(3) (XE@)-(G(X)=§05rX)-VZEX:(G(Z)=q05rz) => VZEX':(G(Z)=§05TZ):
generell: ZEX’ vorher (ZEX)V(Z:X) hyp3-speziell disjunktiv, >hyp2 disjunktiv
(G(Z)=g;, W(GC(2D)=03, ) 5 G(2)=p,,
(4) X€O=>(XCDef6=>X€Def6): 5 reanverte (ypi1+2) (6 I xEFOLGE)-y; rX-(qoa rXel)

Teilfunktion(hyp2) X=Defo rX >U2-def, >Fortsetzung (Ul, U3, def) VZEX:(é [X(z)=qo5 fz)
(G:X'"—=1)-(GEFOLGE)-VzeX:(6 rX(z)=G(z))-(q05rX=G(X)) def-erfiilt

DefG=X" . igezintt (hyp1) XEDEIG 11446 vaistriburiv, Tausen YZEX (G (D=5,
+u7, 3 VZEX "(G(2)=p, 1) v def Y6 +Us exfiittt OEY 109 quantifizieren 31 EL(XEDefF)
viyp1 enfiitis X E{XEO|If €T:(xEDeff)} X€Def6

Transfinitdt, Totalitdit:
14y YXED:(XCDefS=>XEDERB) 1 Kiasse OCDefS
Def6=0-{x|3f el":(xeDeff)} Def6CO
>Totalitit fiir O Def6&l, Def6&M m

transfinite Rekursion, Teilrekursion:

hyp +Zahlenmenge (X E(U))(X g@)) Transfinitdt (X € Def&)(X c Defa) Rekursion, Teilfunktion
Realwerte (hyp) (5(X)=(p5 TX).(XzDefé rX)((pé fxel) Tausch 6(X)Eln

rekursive Argument

rekursive Argumente def

O=Def$

>Oberterm antisymmetrisch (U)
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Héufig sind transfinite Rekursionen mit Regeln fiir Nachfolger- und Grenzzahlen:

Theoreme fiir Terme Ay, o und die rekursive Definition von 6 mit folgendem ¢ :
@r =06 FALLS Def F#| JDefF SONST A

Realwerte = XeO = 6(X ')=0'5rx, Folgewert
(Xe0)-(X=UX) = 6(X)=45, Grenzwert
Beweise:
Folgewert:

IN__ /I__
transfinite Rekursion + Teilrekursion (Realwerte, hyp-zdhlen) (5(X )—§05 M x! )(X =Defo rX’)

/
>Nachfolger(hyp) Defé rX’#UDefé rX’ U, bedingt definiert 5(X )=O-5[Xz u
Grenzwert:

transfinite Rekursion +Teilrekursion (Realwerte, hypl) (6(X )=¢5 M x ) (X =Def6 rX ) >hyp2
Defo rXZLJ Defo rX U bedingt definiert 5(X)=/15 P x u

10 Hierarchien
Nun wird Neumanns Hierarchie, die Mengen durch Potenzen der leeren Menge

konstruiert, verallgemeinert mit einer Potenzvariante, bei der eine Tauschfunktion
die leere Menge mit einer gewdhlten Startklasse vertauscht:

Definitionen:
Sy = {x, y)|y=(x-(x#A)VA-(x=0))} Tauschfunktion
P,X = S)[PX] Potenzvariante
Theoreme:
A€l=((XED-(XFA)-(XF£0)=(S4(X)=X)) Jix
Ael=(S5,(0)=A)-(S,(A)=0) vertauscht
Ag1=>S5,(0)¢l Tauschliicke
A€l=>(Xel)-(YeD=((S,(X)=Y)=>(X=S5,4(Y))) Riicktausch
A€l=(S 405 ,=Id) selbstinvers
Ael=>((0eB)-(AE€B)=>(SA[Bl={A}uB\{0}))) Variante
AeB=(0eB=(S,[B]l=bB)) Original
Xel = Xe{AJUuB\{0}=(X=A)V(XeB)-(X#0) Tauschfdlle

Beweise mit ¢, :=X-(X#£AWA-(X=0), FALLE :=(X=A)V(X=0)V(X#A)-(X#£0):
(0) FALLE: 5 »

(1) $a=0: Py 4 A(AEANVA-(A=0) ,erivwair, Tausch AIV0-(A=0) 5 O m

(2) Po=A: ¢y 4oy 0-(0FAWVA-(0=0) i A
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(3) (XFA) (XF0)=(dx=X): Px g X-(XFAWA(X=0) 4,1 air; nyp2-faisch
XAVAQ z Xm
(4) Ael=>(Xel=>XeDefS),): (1)(2)(3)disjunktiv >FALLE (Dx=0)V(px=AWV(Px=X)
disjunktiv>elementar >hyp1 >hyp2, B PxXE erfittte-Grapnz (nyp2) XEDEFS 4
vertauscht:
@) (hyp, elementar) (AEDERS 4)-(0EDES 1) G,pnr (Sa(A)=d4)-(SA(0)=¢py)
>(1)(2) (hyp) (SA(O)=A)‘(SA(A)=0) u
fix:
(4) (hyp 1-4) X€EDefS, Graphl SA(X)=¢x (3) (hyp3+4) SA(X)=Xu
Tauschliicke:
indirekt: S ACVE! 4remens OEDES 4 Gronna-ersiie Po€E! 2) A€ 1y tutscn O ®
(5) (AED)-(XEN=(S (S A(X))=X):
Fall 1 S5(S4(0))=0: SA(Sa00)) \ermauschr (nyp1) SAA) vertauschr (nyp1) 03
Fall 2 SA(SA(A))ZA SA(SA(A)) vertauscht (hypl) SA(O) vertauscht (hypl) A;
Fall 3 (X#A)-(XF0)=(SA(SA(X)=X): SASAX)=X 4 hypr42) SalX)
fix (hyp1+2) X; disjunktiv: Fall 1-3>FALLE, B SASA(X)=Xu
Riicktausch:
SA(X)=Y kongruent SA(SA(X)=S4(Y) (5) X=5,(Y)n
selbstinvers:
Sp08, def {GYy=8S4(S200))} (5) hyp{(X’ Vy=x} def 1d ®
Tauschfdille:
XE{A}UB\{O} distributiv (XE{A})V(XEB\{O}) Ausnahme
(XE{ADV(XEB)(XE{0}) gieich (nyp) X=AV(XEB)-(X#0)
(6) (XeD)-(S,(X)eB)=XeS,[BI:
(XEN-(SAXIEB) gugmiseren IX:((S4(X)=3)-(XEB)) pictrasen
Ax:(X=S4(3))-(XEB)) et erfitir (myp1) XESALBI: umgekenrs: et
(E)HX3((X=SA(X))‘(XEB)) Riicktausch X ((SA(X)=x)-(XEB)) 1561
Ix:(SA(XVEDB) Lugebunden +v XED(SA(X)EB) m
Variante:
S (X)eB=(X=A)V(XeB)-(X#0) fiir drei Fille'
Fall 1 X=A: SA(A)EB vertauscht (hypl) 0eB hyp2-wahr | B IV(AEB)'(A7£O) reflexiv-wahr
(A=A)V(AEB)-(A#0);
Fall 2 X=0: SA(00E€B ., 1auscn (nyp1) +1yp3 (AEB)-(AEB) 5 0 p 0-(0=A) 12 jutsen
(0€B)-(0=A) 14u5en(AEB)-(0=A) -hyp3 0=A p (A=0)VvI-0 hyp2-wahr, reflexiv-falsch
(0=A)v(0€B)-(0#£0);
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Fall 3 (X#A)-(X£0): SA(X)EB e it 3) XEB a3 (XEB)-(X£0)
Ov(XeB)-(X#0) py 3/1falsch (X=A)V(XeB)-(X#£0);
U (6) Tauschfatle X ESal BI=XE{AYUB\{0} 1,; SA[BI={A}UB\{0} u

Original:

frei: XESA[B] (6) S'A()<)e B disjunktiv: hypl hyp2 Tauschfille>FALLE, B Xe B;
umgekehrt: XeB disjunktiv: vertauscht/fix>FALLE (X=SA(O))V(XzSA(A))V(XZSA(X))
quantifizieren (elementar, hypl, U) disjunktiv B 3)C(()(:*gA (X))(Xe B)) erfiillt (hyp1-real hyp2, U)

XESA[B] ]

Wird die Tauschfunktion auf eine Potenz angewandt, entsteht eine Potenzvariante
mit dhnlichen Eigenschaften; in Sonderfillen ist es auch die iibliche Potenz:

Theoreme:
P X=PX libliche Potenz
XCY=2P,XCP,Y monoton
AEI=(XEB= (P, X#£F[X])-(Py,X#X)) kein Bild
XeB=>P,XeB Bildpotenz
(Ae)-(AEPX) = P, X={AJUPX\{0} Potenzvariante
AEPX = P ,X=PX Normalpotenz
(A VyeX:(yCP,y)=>UXCP,UX akkumulieren

Beweise:

iibliche Potenz:
So=ld: Sp 4or 106 y=(x-(x=0)V0-(x=0))} 74501
{6 Wly=(x-2(x=0)vx-(x=0))} 5 {(x, ¥)|ly=x} 4 Id;
Py X def SolP X1 y 1P X] igentisches gia PX

monoton:

Xg Y monoton fiir P

Potenzvariante:

extrem OgX erfiillt (elementar) OEPX

dof PaX={A}UPX\{0} =

Normalpotenz:

PXQPY monoton (fiir Bild) SA[PX]QSA[p Y] def 7JA)<Q7JA Y

SAPX]={A}UPX\{0}

Variante (hyp)

extrem, erfiillt (elementar) Original (hyp)

kein Bild:
indirekt* 7)A)<:F[)<] kongruent, def SA |:‘SA [pX]]:SA[F[X]] Bild vom Bild
S,084[PX]=S,0F[X] I[P X]=S 10 F X1 1 gonsisches Birg PX=S 40 F[X]
kein Bild (fiir P)-falsch (hypi+2) 05 speziett Fall PAXFVX] identisches pita PaXFX
Bildpotenz: X€B piiyoren; fur p PXEB SA[PX]EB ,; P,XEB =

selbstinvers

Bildbelegung
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akkumulieren
preir ZEUX oy Ay:((ZE€Y ) (YEXD) pyp-spezien IV (LEY)(YEPAY)) syitogismus
dy:(ZE€P,y);
Fall 1 Z=A: Fall 2 AePUX: py; ZEPUX Normalpotenz (Fall 2) ZePAJX;
Fall =2 A¢P|JX: Ze{A) Ze{AuPJX\{0}
Potenzvariante (hyp1, Fall -2) £ EPa UuXx;
Fall 1-falsch (Z=A)=0 mit Fall 2: Fall 3 A€EPY: yyrmappoten: PaY=PY su3

Hy(ZEP}/) Potenzschranke(U2) Hy(ZEPUX) ungebunden, Normalpotenz (Fall 2) Z€7)A UX’
Fall =3 A¢7)y Potenzvariante (hypl) >U3 EIy(Ze{A}UPy\{O}) distributiv, Ausnahme
EIy((ZE{A})V(ZEPy)(Z¢{0 })) gleich (Ul-real, elementar)
Hy((Z=A)V(Z€Py)(Z¢O)) Fall I-falsch, B EIy((ZEPy)(Z;éO)) Potenzschranke (U2)
Ay:(ZePJX) ZePUX ZEP,UX;

ormalpotenz (Fall 2)

Fall 1>hyp-existent extensiv

ungebunden

Fall =2: Potenzschranke (Kontraposition)>U2 Aﬁp.y Potenzvariante (hypl) >U3 Ely(ZE { A } Upy\ { 0 })

distributiv, gleich (Ul-real) 3y((Z=A)V(ZEpy\ { 0 })) Fall 1-falsch, B, Ausnahme
3.)/((267).)/)(2¢ { O})) Potenzschranke (U2) 3.)/((Z€7JLJ)<)(Z¢ { O })) ungebunden, Ausnahme
ZEPUX\ { O} extensiv Ze { A } UPUX\ { O} Potenzvariante (hypl,Fall =2) ZEPAUX u

Neumann dehnte die Potenzen der leeren Menge ins Transfinite aus durch implizit
rekursiv definierte Rénge, die bei Grenzzahlen vorige Rénge vereinigen. Dasselbe
erreichen explizit definierte Klassenringe mit der Potenzvariante:

Definition:
V, 1= |J{fEFOLGE|VzEDeff:(f(2)=P,f (| Jz) FALLS z#| Jz SONST | Jf[z])}

Theoreme:

V,4(0)=0 Startrang

XEO = V(X )=P,VA(X) Folgerang

(Xe0)-(X=JX) = V,(X)=JV,[X] Grenzrang

A€l = V,(1)={A} Rang 1

Xe0 = V,(X)eB Realrang

(AED)-(AZV4(X))-(YEP V(X)) = Teilrangvariante
(Y=AV(Y TV, (X)) (X#£0)

(AEVA(X))-(YEPVA(X)) = YTV ,(X) Teilrang

XeOQ = Ye|V,[X]=3zeX: (Y eV, (2)) Vorrang

Beweise mit o :=P,F (| JDefF), Ag:={JImF, pp := DefF#( JDefF :

(A) A, =UFLZ], —ppy,=(0e ,=UFLZ)):
def /IFFZZUIm(F rZ) >Finschrankung AF[ZZUF[Z] bedingt definiert (hyp) (pFrZZUF[Z].
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(c) (£€0)-(Z=DefF rz)'p/:rZ:>(0'FrZ:PAF(UZ))'((PFrZ:pAF(Uz))3
Vorginger (hypl, hyp3/2) Uzez; PF1, bedingt definiert (hyp3) CF 1, def
P4F1Z([UDef(F12)) hyp2 PiF12(U2) wertgleich (hypl, U) PyF(JZ)m

(1) (FEFOLGE)-(ZEDefF)=>(q0FrZ=PAF(UZ) FALLS Z#| JZ SONST (JF[Z]):
Zahtargumente (hyp1) DEFEOQ bt Toitfunksion (nyp2) (£ EQ)-(Z=Def(F 1 2));

PFr, def GFrz'szV)”Frz'_'pFZ (A)(o) disjunktiv (U) PAF(UZ)'PFZVUF[Z]"'I)FZ
def hyp2 PAF(JZ) FALLS Z#[JZ SONST (JF[Z] m

(8) 6=V 1 8 4 U{feFOLGE|VzeDeff:(f(z)=(pfrz)} 1 Vam
((0) XE(D:}’fX mit fX :=(XgDef6;*'go5 TXE[EB) transfinite Induktion*
Startfall fO: Teilfunktion ( fy-hyp) 0=Defo rO > Jleer, def of p _'péo (4) Ps rO=U5[O]

Leerfunktion (,05 TOZUO Uleer q)érO:O >elementar (p(S[OEB u
Zéhlfall XEO=(fy=> fx):

!/ /
fx -hyp X gDefé Teilfunktion X'=Def6 rX/ >Nachfolger (hyp) p6X (o) (hyp-zdihlen, U2)

Psy X,:PAé(U(X ) riickwarts (hyp) Ps| X,:pA5(X ); mitgezéhlt (hyp) +Subzahl (hyp-zéhlen)
(XEX)(XCX") sytogismus (1), ansitiv (u1) (X EDEFE)(XCDEFS) petunsion, nyp2a )
(6(X)=61x)-(6 I xEB) 7uu5n S(XIEB pisgposen fiir ,, PaS(XIEB 13 @5, ,EB m
Grenzfall XeO=>((X=X)-VzeX:f,=f):

riyp2 XEDEFS yor reitpintaion X=DeO 1 x 2 75, (1) P51, =USIX];

nypi erfiitt X EM Bitgare XEB giaperegung O1X1€EB;

SIXIEB 4,0 YESIX] yoperfinr A2:((Y=6(2))(ZEX)) syttogismus (U4), Subzanihypr)
Az:((z€Def6)-(zCX)) retursion ransitiv (U4) Elz:((é(z)=(p5rz)-(ngefé))

(hyp3-speziell (09) 32 (@5 EB) y10. s, ungebunden ¥ EB:
Bildvereinigung (U6+7) JSLXIEB 15 @5 , EB=

Realrang und Realwerte:
Xe ., XgDef5:>q05rXeB siyp2 Poty EB et @51, El m

U transfinite Rekursion 6(X)€ B (6) VA (X)E B
Startrang:

Zahl 0€0 Transfinitdt (Realwerte) 06D€f5 Grenzwert (| Jleer) 6(O)=/15[0 (6)(4)
VA(O):U5[O] Leerfunktion VA(O)ZO u
Folgerang:

r_ .
hyp-zdhlen, Teilrekursion X _Def(5 rX/) >Nachfolger (hyp) &’

!/ !/
VA(X ) (6) 6(X ) Folgewert (Realwerte, hyp) 0.5[X/ (o) (hyp-zdhlen, Ul, U2)
!/
pAé(U(X )) riickwdrts (hyp), (6) 7)AI/A()<) u
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Grenzrang:
VA(X ) (5) 6(X) Grenzwert (Realwerte, hyp) ﬂar x (4) U5 [X] (8) UVA[X I
Rang I:
Va(l) ger Va(0') Foigerang PAVA0) siarrang P a0 aer SalPO] nutiporenz Sal{0}]
Einzelbild {SAO} erauschr (hyp) {A} =
Teilrangvariante:
YEPAVAX) variante myp1) Y EXAINPY AXON{0} qsensanie
(Y=AWV(YEPV (X)) (Y#0) ,puny (Y=AWV(Y CVA(X)-(Y#0) m
Teilrang:
YEPLVAX) originat Y EPVAX) rpistrs Y EVA(X) m
Vorrang:

YEU VA [X] Wertelement Hﬂ(( YEVA(Z))(VA(Z)EI)) -real rank (hyp U Subzahl)
AzeX:(YEV,)(2))m

Bei inexistenten Startklassen wie der Russell-Klasse, der Klasse aller Ordinalzahlen
oder der Klasse aller Mengen ergeben sich leere Rénge und leere Hierarchien.
Nur bei einer existenten Startklasse entstehen durch Vereinigung aller Ringe
effektive kumulative Hierarchien, deren Ringe eine aufsteigende Inklusionskette
abbildbarer Klassen bilden:
Definition:
DIE HIERARCHIE UBER A :=V, := [JV,[0]

Theoreme:
Aél=>(V,=0), V;=0, V=0, Vp=0 leere Hierarchie
V,CBU{A}, AeB=>V,CB abbildbar
A€l = VxeO:Vzex:(V,(z2)CTV (X)) kumulative Hierarchie
Beweise:

(0): AEI=YXED:(V4(x)=0) mit fx :=(VAC)=0) ynsfi ki
Startfall fo siurrang Va(0)=0m
Zahlfall X€O=(fx=fx): VAX') pogerang PaVa(X) ypz-der Pa0 aer
Sa[P0] Nullpotenz Sal{0}] Einzelbild {SA(0)} Tauschliicke, nicht existent Om
Grenzfall XeO=>((X=JX)-VzeX:f,=> fx):
Fall X=0: starsfall Jo3 F all @5 Va(X) Grenzrang (hypl+2) UValX]
Leerfunktion (hyp3, Fall) U{O} \UEinheit (elementar) Om

leere Hierarchie:

Vg ULV 3X:(=VA00)- (€D} 1oy ULy 13x:((y=0)-(x€0)))
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ungebunden U {yl(y=0)-3x:(x€0)} ,icntteer U {y(y=0)-(O#0)} zut nichiteer
U{y |y=0} def U{O} \UEinheit (elementar) Om
(1) XED = (YEV,(X)-(Y£A)=> Y EB:
Ix =(YEV,(X)(Y#A)=>YeB:
Startfall fo: ; pp1 Y EVAO) siarrang Y EO teersaiseh O Brex fatso quodiivery Y EB ®
Zihlfall X€O=(fx=fx): 1y YEVAX) roigerang Y EPAVAX) ra acv,i0
teitrang ¥ SVAX): U1 Fait Agv () Teitrangvariante (Y =AIVY EV4(X))-(X#0)
F-yp2faisch B Y SVAXD)S peide Fitte +Reatrang, Teitvita ¥ EB ®
Grenzfall X€O=((X=UX)V2EX: £,5 ): mpt YEVAX) Gronerane
Ye(UValX] Vorrang 3Z:((Y €V 4(2))(2E€X) yp3-spezieit £, sphypr+v2 Y EB
abbildbar:
freis Fall 1 X=A: XEVy ut evisiens XELXY mar 1 XELAY pyionsi XEXEBU{AY;
Fall 2 X£A: XEV,3 u vorang 32:(XEVA(2)-(2ED)) 1)) 201 2 F2:(XEB)
ungebundenX EB extensiv XEBU{A} =
AEB ividuen aer {AY={AYB ongruen BU{A}=BU{A}-B ; BU{A}=DB
sabbildbar] YASD ®
(2) (AED)-(XEV)=SVA(X)CP AV 4(X) mit [y :=VAX)CPAVAX) pansfinite mduktion”
Startfall fo: exrem OSPAVAO) startrang VA(Q)SP 4V 4(0) m
Zahlfall Xe€O=(fx=> fx): VAXICPAVAX) 1onoron
PaVAXOCPAPAVAX) rosgerang VAKX ISPV A(X ) m
Grenzfall X€EO=((X=UX)-VZEX:f,= fx): 1yp3 VZEX:VA(2)CP AV A(2)
akkumulieren (hyp) UVA [X ]gPAUVA [X] Grenzrang VAX)CPAV A (X) m
(3) (ZeX)(X€0)=> V() JVALX]:
sreit YEVAL) puaniifizieren (nyp1) IZEX (Y EVAZ)) Vornang thyp2) Ye(JVu[X]n
kumulative Hierarchie: mit fy :=Vz€X:(V4(2)CVA(X)) jransfinite nduktion:
Startfall fo foit Z€0 Lichieer (£E€0)-(ZE0) pex fuiso quodiivery Va(Z)TV A(0) m
Zahlfall X€O=>(fx=fx')* (2) (hyp) +kein Bild (Realrang)
VACOSPAV O -V aCOEPAVACD) s rotsonm topty Va OV X
Ixt generets £EX " vorher ypt) LEXWNL=X) 4, _peziell (=hyp2) disjunkeiv
(Va(D) TV, (X)V(Z£=X) disjunktive: U-transitiv, >U, B VA(Z)CV (X o
Grenzfall detailliert XeO=>((X={JX)-VyeX:Vzey:(V,(2)TVA(¥)= fx):
Ix generett: ZEX mirgezanit (subzaht), Zanigrenze (hyp1+2) (L EZ N(Z'eX) hyp3-speziell(hyp2) +(3)

(VA(Z)CVA(Z,))(VA(Z,)QUVA[X]) transitiv VA(Z)CUVA[X] Grenzrang (hypl+2)
VA(Z)CVA(X) m

transfinite Induktion mit
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Neumanns Mengenhierarchie ist der Fall V) mit der iiblichen Potenz PyX=PX.
Das hilt ein Korollar in vereinfachter Schreibweise fest:

Definitionen:
V =V,
NEUMANNS HIERARCHIE := \/0

Theoreme:
V(0)=0 Startrang
Xe0 = V(XH=PV(X) Folgerang
(Xe0)-(X=JX) = V(X)=JVIX] Grenzrang
V(1)={0} Mengenrang 1
V(2)={0,{0}} Mengenrang 2
V' (3)={0, {0}, {{0}}, {0,{0}}} Mengenrang 3
VoM Mengenhierarchie

Das Hierarchieschema gilt natiirlich auch fiir Urelemente. Fiir sie ergibt sich iiber
eine einfache transfinite Induktion die iibliche Potenz und eine grof3ere Hierarchie,
die V; als echten Teil umfasst:

Theoreme:
(A={AD-(XED)-(1€X) = V(X )=PV(X) Potenzrdnge
(A={A}) = V(1)={A} Urelementrang 1
(A={A}) = V,(2)={0, A} Urelementrang 2
(A={A}) = V,(3)={0, A, {0}, {0,A}} Urelementrang 3

Hier interessieren jedoch regulire Hierarchien, bei denen in jedem Rang die leere
Menge vertauscht wird. Beispiele sind V,, V,. Sie entstehen, wenn die Startklasse
keine Teilklasse eines Rangs ist:

Theorem:
(A€l)-VXxeO:(AZV (X)) =

XeO = V,(XH={AJUPV,(X)\{0} reguliirer Rang
Va(h)={A} Rang 1
Vi2)={A,{A}} Rang 2
VaB)={A{ALUH{AL{A{A} ] Rang 3

Beweise:

reguldirer Rang:

hyp2-speziell (hyp3) def _'(AQVA(X )) erfiillt (hyp1), def A¢p,VA(X ) Potenzvariante (hypl)
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(1) 0&X = X=X\{0}:
0ZX 4 {01-X=0 10 0ruem X\{OJUL0}-X=X\{0}U0 ; X=X\ {0} m

(2) AEI:’Og{ {A} }: indirekt Oe{ {A}} gleich O={A} hyp-existent-falsch O u

(3) A€|$O¢{ {A}9 { {A} }9 {A’{A} } }: indirekt Oe{ {A}’ { {A} }’ {A’{A} } } mehrdeutig
(O= { A } )V(O= { { A } })V(O= { A’ { A } } ) distributiv: hyp-existent-falsch, elementar-falsch,

saufeezinitthyp), B VEO teer-faiscn, 5 0

Rang 2:
VA(2) def VA(ll) reguldrer Rang (hypl hyp2-speziell(Zahl)) {A}UPVA(l)\{O} Rang 1
{AYUP{ANLO} minneirsporen: {ATUL0{ATIN{O} 4 {ATU{{A}IN\{O}
o VAYU{ALL 4 {A{A}} m

Rang 3:
VA3 et Va@2') regutirer Rang (hyp1 hyp2-spezieticzany VAYIPVAN{O} gy 2
{AYUPLA{AY IO} puarporen: TATOL0, {A} {{AL {A{ANIN{O} 54y
{AYO{{A}L ({AHL TALAN IO} 5y aer {A {AL {{AL {A{A} ) ) m

Das Hierarchieschema funktioniert auch beim Uberschreiten der Mengenlehre. In
der binidren Logik von Leibniz existiert nicht nur die leere Menge 0, sondern auch
ihr Komplement |, was in der iiblichen Mengenlehre mit einem Mengenuniversum
Cantors Antinomie erzeugt o7: Sie entsteht allein durch die Annahme M=I. Da alle
wichtigen Resultate der Mengenlehre im extensionalen Universum auch ohne diese
Annahme beweisbar sind, ldsst sie sich als unnotig mit Ockhams Rasiermesser
beseitigen. Dann kann man das Universum ohne Risiko als existent betrachten und
erhilt die bindre Logik von Leibniz, fiir die es einige 4quivalente Axiome gibt:

Definitionen:
IMMANENT := BILD
T := TRANSZENDENT := NICHT-BILD

Theoreme in [E:
Cantor- oder ZF-Mengenlehre + M=| F |&| Mengenuniversum [96f]

L = 11ST WAHR —F | IST EXISTENT die Wahrheit existiert

L 4 11I1ST WAHR UND O IST FALSCH bindre Logik

L - 1=l —-L=E Leibniz-Universum

L -+ lelL — | IST TRANSZENDENT Transzendenz
Beweise:

die Wahrheit existiert:

L def Bindirsynonym B (Ie{lH-E -Préimisse E, def I IST WAHR =
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bindire Logik:

L def Bindrsynonym, Falsifizierbarkeit B
Leibniz-Universum:

L Urteil L=l +Prdamisse L=I-E B L=Em
(2) (I=F[XD=>(d}pxo F[X]=PX):

Id rPXoF[X] Bild vom Bild Id r73'X[":[)<]] hyp Id rPX[I] def lm(ld rPX) Einschrdnkung
ld[pX] identisches Bild PXu

(3)1€B i’ 1EB oy IF((=F(x))-(xEM)) () IF:((1d P p o F [X]=PX)-(xEM))
kein Bild-falsch 3f-(O(XEFM])) ungebunden B Om
Transzendenz:

(I€{1})-(0€{0})E primisse £, der | ST WAHR UND 0 IST FALS(

L die Wahrheit existiert, def €l Leibniz-Universum leL real +(3) (|€|)(I¢B) Ausnahme le-B def

le—l]_ real |€| die Wahrheit existiert Lw

Die Existenz der Wahrheit tangiert die Theologik der Monadologie [ ], in der
Leibniz einen korrekten Gottesbeweis fiihrte mit einer Definition dquivalent zu
GOTT={l}; er ist im Abschnitt zur universellen philosophischen Sprache in [ ] 0
und bereits in [ ] analysiert. In seiner bindren Logik hat die Existenz der Wahrheit
jedoch eine weiter reichende Wirkung: Sie erzeugt die Wahrheitshierarchie, eine
immanente Welt, rekursiv generiert durch vertauschte Wahrheitswerte. Sie ist so
michtig wie die Mengenwelt, weil sie eine bijektive Projektion von Neumanns
Hierarchie in eine Klasse abbildbarer Nichtmengen ist. Dies folgt als Korollar
aus einem allgemeinen Satz fiir Hierarchien, die von einer transzendenten Klasse
erzeugt werden:

Theoreme:
AeT = (McB)-(Bcl) hoheres Universum
AET = V,(X)={AJUPV,(X)\{0} reguldire Riinge
AET = (V,C-M)-(V,CV,) mogliche Welten
Theoreme in L:
| IST TRANSZENDENT Transzendenz
Xe0 = Vi(XH={1}JuPV,(X)\{0} reguldrer Wahrheitsrang
Vi(1)={l} Wahrheitsrang 1
V,2)={L{1}} Wahrheitsrang 2
ViG)={L {1}, {{1}}, {L{1}}} Wahrheitsrang 3
V,CBU{I} Immanenz

(V,E-M)-(V,EY,) iibernatiirliche Welt
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Beweise:
(1) AeT=>AEM:
indirekt PEM Birgare AEB 1y der Ausnanme-fatsch O™
hoheres Universum:
B# sdirere: B=1 iy AE 1y reatsatsen 05 extrem +u1 (BED-(BFD) 4 BClm
W indirekt: M=B S omentar {AYEM Mengen von Mengen +hyp-existent (Ae{A})-({A}CM)
syttogismus AEM (1) fatsen 05 Bitdare +v3 (MEB)-(M#B) ., MCB =
(2) AgB=YXE0:(ALV,(x)).
generell, indirekt ASVAX) Reatrang (ACV A(X))-(VA(X)EB) ritpita AEB 1yt pussen O
reguldire Rénge:
AET 1yr AEB 4sime (AED-(AZB) ) (AE)-VXED:(AZV(x)
Va(XD={AJUPYV,(X)\{0} =
(3) (RC-M)-(R#£0)=>REM:
indivekt: REM pencen von Mengen REM dor nypr-der (R=R-M)-(R=R-=M) 7,601
R=R-~M-M 5 R=0 ,, » 1ecs O m
(4) AET = X€0=(V,(X)C-M) mit fy :=V,(X)C-M
Startfall So! extrem 0C-M Startrang VA(0)C-M =
Zahlfall XeO=>(fx=>fx): [xt freit YEVAX ) reguliire Riinge, Teilrangvariante
(Y=AWV(Y CVAX))(XFEO) sigjunksiv: zaniaii-hyp2 transitiv
(Y=AWVY SM)-(X#0) yigjunkaiv: () 30, 8 Y EM Ausnanme (v-reay Y €M =
Grenzfall XeO=>((X=UX)Vz€X: £, fx): ; peit YEVAX) Grenzrang
YEUVAIXT yorane FZEXA(YEV4(2)) Ye-M
maogliche Welten:

frei- XeV, def XEUVA[(D] Vorrang (hyp) Aze0:(XeV,(2))
Xe~"w

reguldrer Rang

transfinite Induktion*

+hyp3-speziell f, Syllogismus

+(4) Syllogismus, ungebunden

V,C-M

mogliche Weltenl +Mengenhierarchie Kontraposition(B) (\/A S M) ) (_' M c _'\/O) transitiv

Die Wahrheitshierarchie ist auch ein Teil von Peanos komplementérer Logik [,
in der L bewiesen wurde. In seiner Logik existieren Komplemente aller Mengen
und realen Klassen. Somit gibt es immens mehr potentielle Bilder und isomorphe
Hierarchien. Aus Sicht der Mengenlehre, die nur die unterste Hierarchie umfasst,
ist dies ein logisches Multiversum, eingebettet ins transzendente Universum.
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